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ANNALES : 

PCKÈS Et AFFUQUÉES. 
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CONDITIONS DE LA SOUSCBÏPTIOÎf. 

Depuis le premier juillet 1810 , ce recueil paraît de mois en 
mois , par livraisons de 3o à ^o pages. La couverture de chaque 
livraison présente l'annonce des ouvrages nouveaux et des concours 
académiques. 

On peut souscrire iadiiTëremment , 

Au bureau des jijfnales ^ rue d'Avignon , n.** 1 3o , à Nismes , 

Chez madame peu^-tf Courtier , Împnmdùr-Iîlu'aire pour les malh^ 
matiques , quai des Âugusiins , u." 5-j , k Paris . 

£t à tous les bureaux de poste. 

Les articles ït insérer doivent être adressés , francs de port , au 
Burear des -JprtaigM. " | "* * 7 . ' '• ; ' ' . ' ' 1 ' ' 

Le "prix "de la sousc'tiplfiôH àrWtaeltfecst'ai"fr.''pottr la'Frince , et 
a4 i^' pour l'élranger. II en coûte moitié moins pour six mois ; et le 
prix de chacun des six premiers volumes est inférieur de 3 fr. à 
celui de la souscription aoçuelle. Les- lettres- et l'argent doivent étn 
ai&aQcbis. ' 



AVIS au Relieur, 
Sur le placement des Planches. 
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ANNALES 

DE 

MATHÉMATIQUES 

PURES ET APPUQUÉES. 
RECUEIL PÉRIODIQUE, 

RÉDIG£ 

Par J. D. GERGONUE , professeur de nuthëmatiques 
et de philosophie, des académies de Nismes , de iNancy 
et de Tuiin. 



TOME SIXIÈME. 

A NISMES, 

DE l'imprimerie DE P. DURAND - BELLE. 

Et « trouve à PARIS , chez' la dame Teure CouaciER , ImpruneiiT* 
Libraire pour les Mathématiques , quai des Augustin», a," i-Ji 

l8l5 ET 1816. 
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ANNALES 

DE MATHÉMATIQUES 

PURES ET APPLIQUÉES. 

ARITHMÉTIQUE POLITIQUE, 

Quelques remarques sur hs élections , les assemblas 
délibérantes et le système représentatif j 

Far M. Gergovsk. 



«Ie faisais partie en 1791 de la garde nationale de Nancy , laquelle 
Il cette époque se trouvait composée de 32 compagnies de 80 homme* 
cliacone , formant quatre bataillons; en tout a56o individus. 

Cette institution, comme tant d'autres de la même date, était, 
comme l'on sait , extrtmement démocratique ; tous les chefs , deptts 
le caporal jusqu'au col<Miel , étaient éltis par ceux-là même qui 
dénient ensuite devenir leur suhor-donnés « et pour une année seule- 
ment , sauf réélection. Etait-ce un mal ? était-ce ïin bien ? c'est tS 
une question tont 4 fait étrangère ï mon sujet. 

Le grade de colonel ne pouvait être postulé- par beaucoup de 

gens ; il exigeait quelques talens miliulres , de l'aisance , du loisir 

et une sorte de crédit et de considération dans le public. Le» suffrage* 

Xon».r/, «.•/,!," /W//rfi8i5. I ' 
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» SYSTEME 

ne roulaient donc ga%re,à chaque ëlectîon , qi^e sur deax Individus,' 
entre lesquels les Totana prenaient parti , souvent assez chaudentent ; 
se traitant réciproquement de mauvais «îtoyens , et se donnant même 
quelquefois des épithètea moins honnêtes encore , comme cela se 
pratique en pareil cas. 

he colonel en charge cette anoée-li ayant domtë «a démission , 
les compagnies furent convoquées , chez leurs capitaines respectifs, 
pour procéder à son remplacement. J'dbtins, non sans quelque peine, 
que le procès-verbal des opérations de la compagnie dont je faisais 
partie , demeurerait chargé de la totalité des votes émis , et dont 
la plupart étaient réputés voix perdues^ par la majorité des volans. 

M^iï on n avait pas pris la même précautidn partout; et, torque 
les 32 procès^TCrhaux des compagnies furent entre les mains du con- 
^Ud'fidministrati«n , qui devait en faire le recensement ^ on s'aperçut 
que la plupart se bornaient k énoncer le nom du candidat qui avait 
réuni en sa Faveur le vœu l'e la majorité. 

Quelques membres du- conseil , en fort petit nombre au surplus,' 
proposèrent de faire fetommencer les opérations ; mais on était pressé 
d'en finir ; et il fut conséquemment décidé que , dans chaque procès- 
»erbal , on réputerait candidat élu par la compagnie celui qui aurait 
réuni le plus de yoix en sa faveur; et que, sans égard aux suf- 
A^ges tombés sur d'autres , celui qui aurait été désigné par la 
faajbrité absolue des compagnies serait définitivement élu. 

On supposa donc tacitement , et on crut bonnement en effet , 
&à'e la majorité absolue des suffrages de la majorité absolue des 
£ôm^àgAlés devait former la majorité absolue des suffrages des 
fbiâns. Cependant , pendant qu'on pfocédâît ali recensement des 
pi'ôcès-verbâux, je fis en moi-même le petit calcul que voici: 
' Là 'majorité a1>sotuo dès suffrages dan's titSé cb'mpagnie étant 4^ 
et la majorité absofue des compagnies éfant 17, il s'etasuit que \i 
majorité absolue dçs sufTr&gés cle l'a majorité aVsotoé àes compagnies 
ne s'él&ve qu'^à 4^X17— %7 suffrages ,• et l'élu pént , eii toute 
n^éur , n'en 'avbV pas ôbteoti "davantage. 
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REPRÉSENTATIF. 3 

tSaîa, ajoulai-)^ , s'il s'y à que deux coneurrens, corame it eft 
très-poisible et uiéma très-r probable , le compétiteur rejeté peut vioi^ 
eu en sa faveur d'abord 3^ su/IVagès dans 1 7 compagnies et ensuite 
la totalité daus les i5 autres, ce qui fait d'une part 663 et dfr 
l'autre 1200 ^ en tout i8€3. 

Ainsi , dans cette hypotbèse , un candidat , avec 697 suffrage» 
seulement, est admis; et uo autre, arec i8€3 suAVages , c'est-à 
dire , près du triph , est rejeté. Je rédigeai , sur ce sujet , une 
courte note que je remis au conseil d'administration ; les yeux furent 
aussitôt déâîUés , et il fut décidé qu'à l'avenir on procéderait d'ua» 
manière un pitu plus régulière. 

Je sens qu'un aurait pu mVbjccter que je supposais les chose* 
dans une limite extrême assez peu probable ; mais j'aurais p^ 
répondre â mon tour que du nombre de 697 suffrages que je 
supposab à l'élu au nombre de 1281 qui lui aurait été nécessaire 
pour l'être régulièrement , il y avait une latitude assez raisonnable } 
et que , quand bien mfime tout ne se serait pas exactement pasa^ 
comme je le supposais , toujours demeuraU-il extrêmement possiblf 
que l'élu eût eu moins de voix que - son adversaire. 

On attrait pu m'objecter aussi que je supposais tous les suffrage» 
partagés entre deux coneurrens seulement , ce qui pouvait fort bien 
n'être point rigoureusement vrai ; mais , outre que , comme je l'ai 
déjà observé , cette supposition ne devait guère s'écarter de ta vérité j. 
le cas de plus de d'eux candidats pouvait offrir un înconvénienl 
beaucoup plus grave encore : celui de présenter comme candidat 
ayant obtenu la majorité absolue des suffrages d'une compagnie , un 
individu réellement repoussé par cette majorité. 

Pour faire , tout d'un coup, bien ressortir cet inconvénient , pon»- 
aons les choses à l'extrême { supposons que les suffrages d'une 
compagnie, au premier tour de scrutin, se soient répartis entre 78 
candidats dont 76 aient obtenu une seule voix chacun et les deux 
xestans chacun a. Quand bien m£mo ces deux derniers auraient ét^ 
aibboiiés par les 76 votans ipi □• leur auniant pas accvrdé \va» 
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salËrage», lU ne se seraient pas moins trouW obliges de les fain 
porter sur eux seuls à un second tour de scrutin , et quel qu'ait 
été le Taîoqueur dans U lutte , il n'en eut pas ntoins eu réellement 
76 suffrages contre lui ; et cependant il eut dû être présenté comme 
ayant la majorité absolue des suHrage* en sa faTeur. 

Faisons une seconde hypothèse, moins éloignée du trains ordinaire 
des choses; supposons seulement trois candidats A. , B , C, dont, 
i un premier tour de scrutin » le premier ait obtenu 37 suffrages, 
le second 37 aussi et le troisième 26 seulement ; supposons en outre 
que le candidat C agrée aux rolans qui se sont prononcés en faveur 
de A et B , mais un peu moins pourtant que ees deux derniers ; 
supposons qu'au contraire tous ceux qui n'ont pas roté pour A. oa 
pour B aient une extrême répugnance h les voir élus ; il n'en faudra 
pas moins choisir entre ces deux candidats seulement à un nouveau 
tour de Krutïn ; et l'un d'eux sera alors réputé avoir obtenu la 
majorité absolue des suffrages : la vérité sera pourtant qu'il n'en 
aura eu réellement que 37 et que le candidat C qui était préféré 
par 36 Totans, et tu sans répugnance par les 54 autres, aura été 
écarté dès le premier tour de scrutin. 

On voit done que le cas de plus de deux candidats , loin d'atténuer 
les vices du système que je viens de combattre , n'est propre le 
plus souvent , au contraire , qu'à en rendre les conséquences plus 
dangereuses. Je pourrai donc , dans ce qui va suivre , continuer i 
supposer qu'il n'y a que deux candidats seulement (*). 



(*) Le peu uni précède est propre en même tempi k faire entrevoir combien 
Hait des scrutins, est diiBcile ; et c'est pourtant sur cet art qat reposent les 
deMin^es des états libres. Les géomètres ont bien trouve des méthodes pu-raitra 
en the'orie ; mais ces méthodes portent sur une hj'polhèse malheureuieinent inad- 
mlsùUe ; celle de votant tous éclaires et de bonne foi. C'est sans douie dans 
la vue de balancer en partie les inconvéniens que je viens de signaler en passant, 
qu'on a inventé , i diverses époques , Us scrutins de lîsie , les listes de rejet | 
cici mail ces palliatiTs ne sont pa* euxrménws sans ^uel^ue danger , et veulent 
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REPRËSESTATIF. 5 

Pour mîeax faire sentir encore le vice de la sabslifutïon des 
rotes par corporation aux votes par individus ; supposons toute la 
garde nationale d'un département distribua en 1 2 régimens com- 
posa chacun comme l'était en 1791 la garde nationale de Nancy; 
et supposons en outre que » peur l'élection d'un commandant en. 
chef de ces 12 régimens , on veuille suivre un mode analogue à 
celui que j'ai dit avoir été suivi pour l'élection du colonel de la 
garde nationale de PTancy -, les suiTrages de 8 régîmens suffiront 
à l'élu ; or , nous avons vu firdessus que le suârage de l'un d'eux 
pouvait, à la rigueur, ne représenter que 697 votes seulement;. 
~ d'où il suit que les suffrages de ces 8 régîmens pourront o'ea. 
représenter que 697X8=5576< Mais, d'un autre c6té, le nombre 
total des votans est 356oXt2ss:3o720 ^ il s'ensuit donc que, dans 
le cas de deux concarrens seulement y le concurrent rejeté peut 
avoir en sa faveur un nombre de sufirageségal i 3o'j2oSB'j6=szBi44» 
c'est-à-dire, près des èinq-sixièmes des voix. 

Poussons plus loin encore, et supposons ' qbe , TOulaAt élire na 
généralissime de toutes les gardes nationales de France, 'on désire 
en faire un choix conforme au vœu de la majorité absolue des 
déparlemens. Nous en comptons 87 ; Il faudra donc que l'élu 
en réunisse 44 ^" >> faveur; mais notrs venons de faire voir que 
dans chacun d'eux 5576 suffrages seulement pouvaient former une 
* majorité' apparente : l'élu n'auhl donc, à la rigueur', -besoin que 
de 5576x44 — ^4^344 suffrage. Or, le nombre total des vetans 
est Ici 30720x87 = 2572640-; d'où il suit que, dans le cas de deux 
concurrens seulement , son adversaire aura pu' être rejeté avec 
2692640 — 245344=222296 suffirages , c'est-ïi-dire ; avec près ^es 
dix~onziè_mes des voix. ■> y,'-' 



èlre employéi «ec inënagemenL 11 «rail tout à, fait digne, «ît de» gouTcrne- 
■nenttoit de> fociëléa uvaniea, de propoter l'intéressant tnjet du meilhur mode 
de itTutin pratique & l'émulation de ceux pour qui Ici leclvrohe* de Utte oatiire ' 
peuvent avoir ^lelque alU'ait. . 
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II en sçrait ï peu pr^s de pâme sï , les compagnies n'ayant que 
la faculté d'élire leurs capitaines , l'assemblée des capitaines élisait 
le colonel , celle des colonels le général , et celle des généraux le 
généralissime ; et ceci , en supposant mfrme que chaque capitaine 
devint le fidèle interprète du vœu de «a compagnie , chaque colonel 
celui du vœu des capitaines , et chaque général celui du yœa des 
•olonels. Encore ici l'opinion d'un pou plus d'un ii.* des citoyens 
composant la garde nationale pourrait l'emporter sur celle des dix 
autres 1 1". Si, au contraire , la plupart des mandataires s'écartaient 
plus ou moins du \œa de leurs commeltans , cela pourrait tantôt 
ajouter encore aux inconvénlcus du système mis en usage ^ et tanuM. 
eh dtténaer llnfluence. 

On voit donc qu'en ge'néral le» rotes recueillis par corporation 
ou par repr^enlans peuvent être fort diiTérens des votes recueilli» 
par individus.- Ainsi, par exemple , le peuple romain qui murmurait 
de la icQue des comices par ctnUiries , i raison de leur compositiot» 
hétérogine.. aiir9it pu aussi, à boa droit, réclamer contre la tenue 
des comices par tribut et même par cwies \ mais les vices de ce» 
deux derniers Hiodea de recueillir les suffrages n'étaient sans doute 
pas assez apparens pour ofiosquer le peuple-roi. Les suffrages re- 
cueillis par c^n^ons, en Suisse, présentent le même inconvénient. 

Faisons enppre une autre supposition. Nous comptons actuellement 
en France &7 d^partcmeOiS. Au tau^ mçyçp > chacun d'eux a 3 arron- 
dlssemens , cliaauç arrondisfement i3 cantons , chaque canton ^ 
communes , et enfiq chaque commune 159 votans ; ce qui porte le 
nombre total des citoyens; français ayant droit dç voter , 4 i5gXgXi3' 
.X3x97=.48553^3. 

Supposons ensuite qu'il soit statué qu'il y aura des assem» 
U^s prijnâices. » des. collèges électoraux de cantons , d'arron- 
dissement et de département , subordonnés les uns aux autres , et 
une chambre de députés élus ^i^iquement par ces derniers ; lesquels, 
à-itur. tQiK^tennt nommis par l^s oollégea d'airondissemens , ceux- 
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EEPRÊSENTATIP. 7 

^ par les collèges de cantons et ces derniers pu les assemblëet 
primaires. 
La majoriU absolue sera , savoir : 

four les cotninuDes . 80 votans , 

Pour les cantons 5 communes y 

P-our les arrondissemens. ...... 7 cantons , 

Pour tes dtipartemens 2 arrondissemens t 

Pour ta chambré des détwtéSk •* . . 44 dipartomeaa { 
D'où U suit , en raisonnant «ooAne ti-dessus , <[u'«ta soppoakM ^^nk 
que les mandataires de ctMqtie ordre renpfisseMt fidèlenent i» 
VŒU de leurs commeltaos , une délibération prise ou une élection 
faite dans la cbaïubce -des rsprfeenttnst i hi majorité absolue des 
suifrages , pourra k la rigueur ne représenter que l'opinion , d'un 
Ao'mbre des citoyens expt^Aé par 

80X5X7X2X44=246400 î 

c'est-^dire , l'opinion d'environ un vin^tiime des citoyens exerçant 
leurs droits politiques ; tandis que les ^-neuf attires TÎngtiètties 
pourraient être unanimes daoa l'opiaioB âumétnlâMst opp«séo 4 
celle-U, et consëqueiMMftt «ojeléek 

VoiU donc un vice assee grave absekiBèDl iaUiisnl aa lyità^e 
représentatif. On a quelq^leScMS objecté OMMte ide.^tkBie <pie k« 
mandataires pouvaient s'écarter plus ou moins du mandat formel 
ou tacite qn'ils avaient reçu ; maïs H avait été peu remarqué jusqu'ici 
que , même en demeurant scrupuleusement fidèles li ce mandat * 
leurs déterminations pouvaient très-bien être en opposition avec ce 
^u'ôn âdt apptàer l'd^ihion piibliqAe; je "veux uire avec l'opinion 
tb la mïijtiltïé dés cttofeiis adâiis %. voter Sans 4es assemmée» 
&b p^BUple. 

Stftetit , en général , zh-^-x le nom1>re des vôtans dansles asssembl^es 
prîttiâtres , sn^x le- lîotnbre de celles de ces assemblées qui doivent 
Aommer Ua électeurs d'une même assemlKe 3u second ordre* 
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an*'-\-i le nombre des assemblées du second ordre qui doivent 
concourir à réleclîon d'une même assemblée du troisième , et ainsi 
de suite , jusqu'i l'assemblée centrale qui seule est supposée avoir 
le droit de prendre des déterminations obligatoires {tour tous les 
Totans ■; le nombre total de ces volans sera 

et une décision prise ^ la majorité absolue des suffrages dans 
Rassemblée centrale pourra , 1 la rigoeur , ne représenter que I* 
Tœu d'nn nombre de citoyens exprimé par 

e*est-&-dire ; le Ttta d'une fraction da nombre des citoyens ayaM 
drùt de suârage exprimée par 

a+i l'+i ■»"+i 
. »»+' ' 3»'+' an"+i '*"*'" 

S n, n' , ff''',I.><* sont de trfes-^rands nombres, on ponrra, 
MUM erreur sensible , négliger Vuniié ris-i-vis de cbactni d'eux , ef , 
\ plus forte raison > vîs^-vis de leurs doubles ; en sorte qne , m 
exprimant le nombre des assemblées successires ^ subordonnées le» 
pnes aux autres, la fraction ci -dessus deviendra sensiUement 



fraction d'autant plus petite que m sera plus grand. Ainsi , le 
T0U manifesté par la puissance législative pourra être opposé k celui 
d'une majoriré d'autant plus grande de» citoyens ayant droit de 
concourir médialement \ la formation de la loi > qu'on aura employé 
VQ plus grand nombre d'inlennédlairesdansl'électiQn des fonctionnures 
sut coouMMent c^tt puissance. 
■ ■ ■' ■ '-' ■ ■ ■ Si 
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Si l'eut est très-éteDttu , on ne pourra guère se dispenser, ntème 

en prenant pour n,n' ^n" ^ de très-grands nombres, de prendre 

aussi m assez grand. Ainsi , rinconvénient que je signale ici > comme 
.étant inévitablement attaché au système représentatif ^ pourra devenir 
de plus en plus sensible , \ mesure que l'état sera plus étendu. 

Le nombre total des citoyens ayant droit de voter demeurant le 

même, plus les nombres n, n' , n" , seront petits et plus aussi 

m devra être grand ; m sera donc le plus grand possible lorsqu'on 

prendra pour n, n' , n" les plus petits nombres possibles; 

c'est-à-dire , lorsque chacun de ces nombres sera l'unité. 3*" exprimera 
alors le nombre total des votans ; et te vœu de l'assemblée légis- 
lative pourra ne répondre qu'à celui d'une fractioa du nombre de* 
citoyens exprimée par 



(r)"-' 



£a France , pat exemple , le nombre des citoyens exerçant des 
droits politiques ne s'éloigne guère de 47^2969=3'^ On a don« 
n):=i4; au moyen de quoi la fractioo ci-dessus dcrîeat 



\% ) 478^969 



4781Ï969 

Supposons donc que , la France ayant à élire un chef , il soïl 
réglé que , pour procéder è son élection, les citoyens se réuniront 
3 par 3 , pour élire un d'entre eux , comme électeur du .premier 
degré; que les électeurs du premier degré se réuniront également 
3 par 3 pour nommer des électeurs du second degré , et ainsi 
progressivement , jusqu'à ce que toute la France se trouve repré-> 
sentée par une assemblée unique de trtMs individus , laquelle nommer* 
enfin l'un d'entre eux pour chef de l'état. Beaucoup de gens, i'ea 
•uis sûr , seraient tentés, de regarder cette opératïoa comme fort 
régulière ; et pourtant ce qui vient d'être dit prouve évidemment 
que l'élv pourrait avoir , à La rigueur j lc5 ~ ^* ^ natioa contre Lui* 
7om. ru a 
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Tout ce que j'ai dit cl-dessiis peut, entre autres choses, con- 
courir à expliquer commanl il est souvent arrWé, dans la chambre 
des d^put^s de 1814 i que l'opinion du rapporteur de la commis- 
sion centrale se trouvait en opposition avec celle de la majorité dé 
celle chambr^. Supposons , en effet . une ehambre de 869 membres 
divisée , comn>e celle-là « en g bureaux ; chaque bureau sera composa 
de 4' ifiombres , dont la majorité absolue sera 21. Pourvu donc 
qus , dans 5 bureaux, 31 membres soient d'un même avis, 5 
ïDcmbres da la commis^on centrale -, f-ormant U majoritë de cetl« 
Gommîfsioa , et conséquemment le rapporteur nommé par elle, par- 
tagèrent aussi cet avis ; l'avis du rupporteiir pourra donc ne repré- 
«enler que celui de 5X2i = to5 itK!nil>re» , }equel pourra Aire 
absolument oppose k celui des 26^ membres r^tan» , et formant 
par conséquent la très-grande niajorité de la chambre. 

Il est pourtant bien loin de. ma pensée que la division d'une 
assemblée dùlibéranie en bureaux , formel par la voie du sort , 
M périodiquemcat renouvelés soit vicieuse ; je I^ regarde Aime 
«ORuna tout à foit indispensable , aur-tout lorsque l'assemblée est 
nombreuse. £Ue régularise les csnciliabutcs qui se formeraient 
inévitablement, mais qui, composés 4'ip(3>vidus attachés aux mêmes 
idées , loin de s'écloïreP par le choc des - opinions , ne feraient au 
contraire que s'obsllner davantage en faveur de celles qu'ils auraient 
d'abordr embrassées. D'aïHeurs , la division en bureaux, en' ébauchant 
les discussions , leur donnn à la fois plus d« décepce et d« maturité : 
«Ile p^ul mettre des hommes , d'abord peu au coarant des matières 
JBUxquetbesces diseusslons sont redatWes, mieux en état JjT' prepdtepart; 
«Ile- permet de mettre à profit les lumières do beaucoup d'hommes 
recQirtmandables qui , ît des connai^anoes très -t étendues et à up 
esprit droit , ne joignent pas un talent çralOTre iFto-prononoé ; enfîia 
eUe neutralise les efforts que csux qui ^t ce talent en partage 
pourraîent tenter, dans la vuo de maitMer- ceux de leurs collègue* 
11' qui la tactique d$ U tribune e&t pou. famitUrè. L^espèce d'oppo* 
Vition qui peul exister quelquefois «Dire' Uavis de la oçouBisaic^ 
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cntrale et celui de la majorité de la chambre est d'ailleurs sans 
aucune sorte d'iacoaTénlent, puîsc^u'en définillf c'est l'avis de cette 
majorité et bod celui de U oommission. qui est adopté. 

Ceci nou» montre en même temps le remède naturel à l'inéon-r 
vénient que .j'ai montré être inhérent au système ^eptésenlalif. Hous 
voyons que j s'il est <i la fois absurde et impraticable d'appeler di- 
^tement le peuple à discuter et ^ délibérer sur une multitude 
de matières tout à fait hors de la portée moyenne de son inteliiT 
^nce , c'est pourtant son opinioa qu'il faut en venir à consulter^' 
lorsqu'il s'agit d'objets majeurs et simples à la fois , sur lesquels' 
U peut s'expliquer par oui et non ; et la puissance législative 
ne doit plus alors se considérer à son égard que comme une' 
sAnple commission centrale. C'est eu particulier ce qu'on devroit tou- 
jours fvxa à l'égard des lois fondamentales de l'état. 

i5 juin i8i5. 



GÉOMÉTRIE ANALITIQUE. 

Solution de quelques^ problèmes ; 

Par M. Bret, professeur de mathématiques â la faculté 
de& science& de Vacàdénii« de- Grenoble^ . 



«J'AI déjck insisté plusieurs- fols- danS' ce recueil sur l'ay^ntage qu'\I 
peut souvent y avoir 4. représenter par deux, éqoations une lignes 
droite sut nu plan..' et par' tr'ois- ét^^d^tîonf. tine- ligne- droite ou utv 
plan dans l'espace. Je vais- con£nner. eticoEC ce ^ue- ^al dit alors'^ 
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en traitant par cette Tole quelques problèmes indëtennia^s , relalîfi 
i la génération des lignes et des surfaces , et dont la solution , par 
les ptocédés ordinaires , exige des calcub iiiez compliqués. 

PROBLÈME I. Vne droite se meut parallèlement , à elle-fnéme » 
sur le plan de deux droites fixes. Dans chaque position de la 
droite mobile , on prend sur elle un point tel ^ue la somme ou 
la différence des quarrés des distances de ce point aux intersections 
de cette droite opec les deux droites fixes soit égale 4 un quarri 
donné et constant \ on demande à quelle ligne appartient l'ensemble 
des points ainsi déterminés ? 

Solution. Soient prises les droites fixes pour axes des coordonnées ; 
soit y l'angle qu'elles forment , et soit y* le quarré constant donné,' 

Soient A*, K les coordonnées courantes sur le plan, et x , y 
celles du point décrivant; l'équation du S]rstéme de» deux droites 
fixes sera 

XY=o î ' (i) 

en priant donc pour les équations de la droite mobile 

X=x+ar , Y=y+hr , (a) 

ce qui donne 

a'4-i'+3*iiCos.y= I } (3) 

nous aurons, en substituant (3) dans (>)-« 

(x+arXy+ir)=o . (4) 

Si nous représentons par r , r' les deux racines de cette <!quatioD, 
nous yurons 

a- • ■ 

ftj par la condition du problème, "" " '' 



y Google 



DE GÉOMÉTRIE. i3 

^nation d'une ligne du second ordre qui a son centra ^ l'origine « 
•*est-à-dire , à l'intersectioa des deux droites fixes. 

En désignant par A ^ £ les moitiés des diamètres conjugues aux- 
quels la courbe se trouve rapportée , nous aurons 

ce qui donnera , en substituant dans (3) , 

^•=^*-|-5'4-a-<rf5Co3.y ; 

f est donc la diagonale du parallélogramme construit sur les gran- 
deurs et directions de dos deux demi-diamètres conjuguas. LeA 

équations de la droite mobile sont d'ailleurs (a) et (£) . . 

PROBLÈME II. Une droite <}m se meut dans Ptspace , paraÏÏl- 
lement à elle-même , perce perpétuellement trois plans fixes ; dans 
chacune de ses situations , on prend sur elle un point tel que la 
somme ou la différence -des quarrés de ses distances aux points 
où elle perce les plans fixes est égalé à un auarré donné et constant', 
on demande à quelle sur/ace appartient Fensemhle des points ainsf 
déterminés ? 

' Solution. Soient pris les trois plans lïx^s pour pjans coordonnés; 
soient • , j» , y les angles que forment les axes , et aoit y* le 
quarré constant donné. 

Soient Xy Y t Z les coordonnées' durantes dans l'espace , et 
X , y ^ z celles du point décrirant j l'équation da système des trois 
^lans £xes sera • ' 
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xrz=o , (i) 

tn prenant donc pour les équations de la droite mobile 

r=y+Br , I (2) 
Z=z-^cr ; \ 
Ce qui donne 

a*+J'+f •4-3jcCos.«+2raCos.|8+3aiCos,y= I ; . (3) 

nous aurons., en sobstituant (2) dans (i) 

(*+«rXr+*r)(z+«-)=o . (4J 

Si nous replantons par r , r* , r^' les trois racines de cette équa- 
tion y nous avons 

,=_- ^=_z.. ^,=_^> 

ac» jpar la coadiiioa du pioMème,. 

"t- — ■^7^±-=f' î (5) 

— a» — *» — c« ' ^ 

ijquation d^^une surface du second ordre qui a son centre à rorigini* 
des Coordonnées , c'est-à-dire, à l'InteEseclion des ll-ois plans- fjxes. 
En. désignant par A , B y C les moitiés des diamètres, conjugué» 
auxquels la. surface se trouve rapportée,, nous aurons- 



B C 

î * î 



(6) 



ce qui donnera,, ea substituant dans (3), 
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tf Mt donc la d^ngoiUile du paratlëlîpipède construit sijr \ti gran- 
deurs et «ïirectioa^ d*> no» trois deni>-diai»ètceï conjugoéft. Ijes 
équations de U droite luobile sont d'ailleurs (2) et (6). 

9 î y 

PBOBLÈME III. Quelle caurhe ditrit un quelconque des points 
d'une droite mohile , dont deux çufres points sont ns.sujetiis à être 
perpéluellement sur deux droites fixes tracées sur un même plan f 

Solution. En conservant Ie« ia£ine& ixotatioDS et coqviQnlioi» ^ua 
«lans le Problème I , nous aurons comme alors 

ix.^-ar){y-^hr)=o i 

mais ici les racines doivent £tre deux conslaQtes ; en les représen- 
«entant donc par g et h y nous aurons 

J'où 

'<ÏV— — , iJïSE— 4" r 

e A 

duWtittnQt 4oq,c é&9s 

^"+^»-|-2fliCos.j'=i , 
BouA aarons , pour l'équation de la llgni éhercb^ « ' 

H-7 — H2-*C0S.y=ï î 
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cette ligne est donc une ligne du second ordre qui a soii centre l 
l'intersection des deax droites fixes. 

PROBLÈME IF. Quelle surface décrit dans Tespace un point 
quelconque ^une àmiie mobile , dont trois autres points sont 
assujettis à rester perpitueUement sur trois plans Jixes ? 

Solution. En conservant les mêmes notations et conventions qvt 
dans le ProbUme JI , nous aurons comme alors 

maïs ici les racines doÎTCnt être trois constantes ; en les repràen-*' 
tant donc par g, h , k, nous aurons 



g^-1 , A=_f , *: 1. 



fo& 



Substituant donc dans 

rf*H-J*-H:"-f*25fCos.*-f-2raCb8.i<+3oJCos.)<=l ; 
DOBs aurons , pour l'ëquttion de la sarface cherchée , 
3e' Y* t* w fjc xy 

— + T: + — -h2 4r Cos.--f-2 — Co3.M-a ^Cos.,=i f 
e* À' *» M kg gh 

cette surface est donc une surface du second ordre ayant son centre 
à l'intersection desf trois plans (îxesb 

Cette génération des surfaces du second ordre a fixé particnlière- 
ment l'attention de M. Dupin ^dans ies exMllens Dèveloppemen* 
de géométrie , page 34o. 

QUESTIONS 
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QUESTIONS RÉSOLUES. 

Solution du premier des deux problèmes de géoméïri9 
proposés à la page u.^^ du F.' volume de ce recueil ^ 

Par M. J. B. DuRiUKDEr 



jrROBÎ.ÈME. Constnirt quatre sphhes telles qae ehaevne d^eflcf 
touche les trois auttgs , et ^ai sali.'fasrent de pins aux condition f 
guipantes ; savoir : i .• que les points de contact des trois p7:emfèrtf 
mt>ec la quatrième soient trois {oints donnés ; a.* que ces trois spkèret 
soient tangentes à un mime plan donné f 

Solutioa. Soient A , B , C , D les centres cTes quatre spbère» 
cliercliées' , a, ^, r îes points Je contnet donnes des trois première» 
avec U quatrième , a' , b' y c" les pointa de contact des ii)£mei> 
sphères arec le plan donilC. Ces tfob dA'nîers points sont inconnus ^ 
nais le plan qu'ils déterminent est conna. 

Le» droites AB , ah , tt'if , conroiurent r coAtmê Ton sait- . en' 
un m^roe point y du plan donné , .lequel point n'est autre que Je 
somnKt du c6ne circonscrit aux deux spbères dont les centres sont 
A et B. Pour les mêmes raisons BC , bc' , i'c^' , concourront ev 
un même point • et CA » ta , c'a' en un même, point fi du même' 
plaD ; et il est encore connu qoe ces trois points « , fi y >• , apparu 
tiendront à- une même ligne droite, intersectioa- -«tu- plao -4»»né avec 
celui du triangle donné abe\ il est évident eo outre que ce^ BoinlV 
>* t ^^■t y seront assignâmes, comme intersectiOB du plan ^oaioA ^e-' 
b* droites donnt'es ht ^ M.,, abr 

Jmi. rt. 3^ ' 
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S! l'on faît de ces mimes points les centres de Iroîs spHèras 
ayant respectivement leurs rayons moyens proportionnels entre «j 
et ac , fie ei pa , ya et va, ces sphères seront aussi données; et 
elles seront respect! vemeat taogentcs h celles dojit le» contres sont 
A , B , C {*). Chacune de ces dernières sera donc déterminée k 
toucher deux des sphères doqt les centres sont m,/!^ -y, i toucher 
le pUn donné et à passer par l'un des points donnés a , i , c ^ 
problème qu'on sait résoudre ("*). Ces trois sphères étant ainsi 
construites , rien ne sera plus facile que de dcterminer celle dont 
le centre est D. ' 

Nous n'indiquons ici que le procédé théorique ; les méthodes de 
la géométrie descriptive ['i<roT)t cona^ire la grandeur et la situation 
des parties cherchées. 



Solution du problème danalise proposé à la page «93 
du V.* volume de ce recueil ; 

.. ÏW M* ô^Kv.ois » professeur aux écoles d'artillerie. 



PjtOBLÈME. 4stigna- Fintigrale Jinie et complète de f équation 
iifférentielU 

I dj-+/V Ax—e »X'àx ^ 

fians laquelle X est supposé une fonction quelconque de x , dont 



' {•) VoypE là page, 296 An V « voUnt» ia ce Tecueîl. 
" ' t") VoïM le 4railL- de Fermât ; De tactlontius spharieit j »oje» awo- fcf 
MM 349 et 35s du IV.* voluma de ce-ncMil, 
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h J!fh-enitetle est X'dx, et où e est ta hase des lagarithmef 
naturels ? 
Solution, Soi» po>* 



So^ 



,=<;._,v-^^^. 



i}={X'ix-il)e'^''~{X^t)e~-^^.Xix ( 



cii> snbstîtuaDt dans la proposëe^, et divisant par & . ^ elU.d^ 
vient, toutes- réductions faites ^ 

suis p en rétalilissant ce facteor». elle peut être' écrite ainsi 



.d;r- 
: q^ul re-rienCà 






«c donne amvkx^^xsimttiX, 

/ 

dro& 



^-.a.+f^.V 



'^-/.-■'^^d,' 



: enfim 









^ ëlanC lai {bnctibnt complémentaire' de riatég^atioD,. 
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Autre solution du même problème i 

Par M. Tédénat , correspondant de Tinstitut , recteur de 
l'académie de Nismes. 

doiT Z'une fonction de s dont la diA'ërcntielle soit Z'ds, et U 
diâiérentielle seconde Z"àx* \ soit fait 



-r^". I : (.) 



nous en conclurons 

r=' .— , dr=. .dx. ; 

Tolsurs qui , ëUDt sul>slitv.ée$ dans la proposée 

la réduiront \ 

Z"—XZ'-ZX'^o «a àiZ(r-XZ)^o , 
dont l'Intégrale est 

Z'—XZ^a 

celle-ci , multipliée par e , revient à 






dont l'intégralp est 
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'Oo lire de U 



-fXis ,-flCàx 
Ze =«/è .dd;+3. 









tubstituant en6ii cette Tsieur dans la valeur (i) de y , et posant 
3= — jia , il viendra 






Solution du problème de combinaisons proposé à la 
page 328 du V»' volume de ce recueil ; 

Par M. Argahd. . ' , 



ItROBLÈME. Avec m choses , 4f)u/«j digérenteM Us unes âei 
cutres , de combien de manières peut-on Jair» u paru , arec la 
Jacultè de faire des paris nulles ? 

Solution 1. Désignons, ta général , par (m « fi) Yensemhl* de 
toutes les manières de faire ^ avec m choses , n parts dont aucvn»- 
ne soit nulle; et par Z^,^^ le nombre de ce« maniiws. - 

Soient c le nombre des choeea ; p celui des parts, k l'àoé de 
ces choses à volonté , R l'ensemble . des c—i autres choses. On 
pourra, dans l'ensemble (r,^)", distinguer deux eipices de répar- 
titions; savoir : des répartitions (1) dans lesqueUés la chose k form^ 
^ elle seule une parl^ , et dés répartitions (H) où la chose k 
Bç trouvera réunie |, dans .une même part ^ arec une ou pliisieur« 
è^^ choses Ht ,.".'■ ' ' 
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2. GinsidëroQS d'aWd les répartitions r » T* ,r" appartenant 

i l'espèce (I). Si de chacune de âe» répartitions on retranche I» 
part formée par Â, ÎL restera des rëpariitions /> ^ ^ f"^ ,.*,. de 
f — I choses distribuées en p — i paris, uu , suivant notre notation» 
des répartitioDS appartenante l'easemble (e — i */>—!). Réciproque- 

meot si , i des i'épartitions 1 1 ^ % t^' contenues dans ce dernier 

ensemble * on ajoute une part formée d'une Dou>elle chose k , on 
obtiendra r, t* , r" „,... de l'espèce (I). Il est de plus évident 

que f si r, r', r" ,.... ne sont pas identiques', f , / , f" ne 

le seront pas non plus , et réciproquement ; d'où il suit que 1^ 
nombre des répartitions (I) est égal 1 celui des répartitions (e—i ,p — i) , 
lequel est exprima, suivant notre notation > par Z^c^,^p_,j. 

3- Retranchons ta chose j( de chacune des répartitions de l'espèce (II); 
nous aurons diminué d'une unilé le nombre des choses, sans changer 
celui des paris ;^ ainsi, les. répartitions résultant de ce retranchement 
appartiendront & l'ensemble- {c—i ,p). Réciproquement, ayant une 
répartition appartenant à ce dernier ensemble , si l'on ajoute la chose 
k ï l'un quelconque des parts de cette répartition > on obtiendra. 
une. répartition de l'espèce (II) ^ et, comme il y *p paris, et par 
conséquent p manières de faire celte adjonction , chaque réparlilioa. 
de L'ensemble (c*»-! ^p) produira 'p répartitions de l'espèce (II) , 
lesquelles, seront évidemment di£Eéreates entre elles. Pe plus, Il est 
facile de voir que deux répartitions dlfFérenles de l'en.semble {e — i ,p) 
le' secont encore lorsqu'on y aura ajouté k d'une manière quelconque. 
Soœ le nombre des répartition» (II) est /> fols. 6elul des répartition» 
(^— I. , ^);.e'«5t-ir-dîre , qu'il est ^^pZ^tmt,ry 

AÎDsi^ {c,p) étant composé de (I) et de (II), oa aura: 

^{'J>^~P'^V^ I ^);+-^(*- i , F- 1 1* (A) 

^ Aa moyen de celte équation , nous- pourrons, former une' 

table- à double.' entrée- des. valears der Z^,^ , pourvu que nous en; 

eonuaîssions. les^ valeurs* initiales.. Or, si p=i , on a. ^^^ j— i -. 

Car^ q,uel q^ue: soit le. nombre, des choses. ^ il n'y a qv'une maniàre: 
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j'en faire une seule part. Cette formule donne done la premiers 
ligne horizontale de la table. Ensuite , si p-=^ , on a encore Z,^^ ^ss i ; 
car il n'y a de même qu'une manière de faire n part avec n 
choses. Cçtle formule fournît la diagonale qui part de la oafâ.qui 
répond & (r=si j p=5i. Quant au c^s où on aurait />>£ , il esl clair 
qu'il rt'y répond aucuoe répartition possible , de sorte que touteâ 
les cases situées, de l'un des côtés d^ noire diagonale doivent de- 
mturer vide^. 

Table des valeurs âe Z(^ py 
Nombre de choses =£. 



^1 


I. 


^ 


3 


4 


5 

1 
i5 


6 
3i 


7 


e 


.9 


.0 




3 

4 
5 
6 

7 


I 


- 


3 


7 
6 


. 


1 


1 


I 




63 


>a7" 


a55 . 


5ii 


■1 


35 


^ 


3oi 


966 


3o35 


9330 


- 


- 


65 


35« 


I70t 


777» 


3tic5 


ê- 


i5 


.40 


io5o 


695. 


4a535 


1 


1 


31 


jm 


aS46 


31837 


^■. 


- 


- 




a 


' 38 ■ 


46> 


5«8o 




S 








« 


J6 


■ 75"» 




9 


- 


- 










; ■ I- 


'45 












■ ' 


I 


5. On k 

«»€£ facile 


)■ 


■»! 


ec 


iop 


.^ 


«« 


tfr 


taUe 


OU <n 


ïiiTé, 


tar'QQe îc 
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li QUESTIONS 

et on s'assure ensaîte , par le calcul , qat celte expression de Z(, ^ 
satisfait rëellement à l'équation (A) ; maïs il faut de plus que les 
valeurs initiales soient vérifiées. Or, si ^=i , la formule se réduit, 
en efiet , i l'onilé , il en est de même , dans le cas de £=/>* en 

vertu du thëorime connu : i .a.3 ^=//— — p- 1 y-\ — . (jt-zf-..., i 

ainsi, celte formule est démontrée. 

6. Nous avons supposé jusqu'ici qu'aucnse part ne devait être 
nulle. Admettons maintenant qu'un nombre quelconque de pnrts 
puissent l'être ; et nommons l'(r,p} le nombre des répartitions possibles 
dans cette nouvelle hjpolfaftse. L'ensemble de toutes ces répartitions 
pourra être distribué en p espèces y suivant que le nombre des 
parts non nulles, qui ne saurait être zéro» sera t» 2, '6....p, 
Soit g un quelconque de ces nombres. Le nombre des répartitions 
dans lesquelles ^ parts ne. sont pas nulles est, p:ir ce qui precMe, 
Z^t,n i donnant donc successivement 4 ij toutes les valeurs- depuis i 
jusqu'à p înclusivemenl , on aura 

pa aurait de m^mc' 

Xv^f CD letranchaot et -transposant 

Ainsi ,. au aïojen de Ta table précëdenle , el des valeurs înitraref 
de Yf»vfw y{f,,f='^v , pour toutes les valeurs de f , on ronstruir» 
facitemeut la. table, relative à la' aecuude hypothèse ^ pac de simples' 

TahU 
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RÉSOLUES. 



Table des valeurs de Y,, 



Nombre de clioses ^e. 



B 

L 

2 

3 

5 

6 

7 
H 

9 

— 


- 


2 


3 


f 


5 


6 


7 


8 


9 


10 


3 
2 
2 
2 

2 


I 

5 
5 


• 


1 


1 


' 


1 


1 


1 


8 

i4 


i6 
4" 


32 


64 


128 


256 


5l2 


122 


365 


1094 


3281 


9842 


i5 


5i 


.8, 


7.5 


=795 


iio5i 


43947 


5 


i5 


52 


202 


855 


3845 


18003 


8647=' 


5 


i5 


53 


203 


876 


41.. 


20648 


'09299 


- 


3 
2 

a 

2 


5 

5 

— 
5 


i5 
i5 
.5 


52 


2o3 


877 


4.39 


21 1 10 

( 


ii5i79 


52 
52 


2o3 


877 


4i4o 


21 146 


■15929 


2o3 


8,7 


4.40 


21147 


■ '5974 


5 


i5 


5= 


2o3 


877 


4i4o 


21147 


115975 






I Tami ri. 
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nS QUESTIONS 

7. La loi des valeurs de Y" , dans celle derniire table , ne se 
prësentc pas si facilement que dans la première. Cependant , avec 
de l'attention, on parvient k trouver que ces valeurs peuvent élre 
expriinces par la l'onnuic 

r„,„= --^. ]p'+o.l(p-,Y+,.t/fl(j,.:,y 



dans laquelle les coefTiciens o,i,2,q,44> s65 , son' 

liés entre eux par les équations. 

0=1.1—1 , 

1 = 3.0+1 , 

3 = 3.1—1 , 

9=4.3+1 , 

44=5.9—1 , 



oa , es- général , 

a„=n.a„.,+(-ir ; (E) 

le quantième n du premier terme de la formule étant o. 

On s'assure ensuite , par un calcul eiFectif , qu'elle satisfait 4 
l'cqualion (C). De plus, en faisant jp=:i , elle se re'duit à l'unité, 
ce qui vérifie les valeurs initiales ; d'où il suit que cette formule 
résout le problème proposé. L'expression générale des coeiBciens 
O,' 1 , 2 , 9 * 44 > t est au surplus 
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à£60LUBS>. 37 

*,=(— i)"{i— ft4-rt(« — i)~~tt{n — iX«— ïH-"--|î 

car, oytre qu« cette «x^rcisîaik satîvfaU ^.IV^uaUoh (E) , <41c donne 
la valeur initiale û„:=i ( * ). 

8. En éliminant- Z entre Jes degx éqiatioBt (A), (C) , on par- 
vient facilement à la suivante 

ifii a conséquemmeat pour intégrale là («rmiiU (D) , tMit. eonsie 
(A) a pour intégrale la formule (Bi); mai» cos intégraJiM^ poor ^Ire 
complètes doivent admettre un complément aHiîirairat 

(*) Ces coeiBciens peuvent encore étn utnsidérét 4otUBe 'U4t «nlce «ni .|>ir 
l'équation «U7 diiKrence* > 
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QUESTIONS PROPOSÉES. 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problèmes de Géométrie. 



I. l.»iiSTRUlllE trois tercles lels que cliacun d'eux touche les deux 
' antres , «t qui satisfassent de plus aux conditions suivantes , sar«ir : 
i." que les points de contact de deux d'entre eux avec k troisième 
soient deux points donnés-; a.* que ces deux-lii soient tangents k uo 
même cercle donné ? 

IL Construire quatre spBères telles que chacune touche les trois 
autres , et qui satisfassent de plus aux conditions suiTaotes : i.* que 
Us points de contact des trois premières avec fa quatrième soient 
trois points donnés ; a.* que ces trois sphères soient tangentes It 
une même sphère donnée ? 

III. Des trots qoarrés qu'on peut inscrire h un même triangle 
•ealène , quel est le plus grand et quel est le plus petit 2 
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THÉORIE GEOMETRIQUE DE LA. CYCLOIDE. 29 

GÉOMÉTRIE TRANSCENDA1>JTE. 

Théorie géométrique de la cycloïçle , 

Fffr M. Du BouncuET, ancien capitaine de vaisseau, 
» Chevalier de l'Oi-dre royal et militaire de St-Louis , 

professeur de mathématiques spéciales au collège de 

liOuis-le-Graud. 



d.i les gëomèfres n'avaient jamais en vue dans leurs recherches 
que. les applications pratiques dont elles peuvent être susceptibles^ 
..ils mettr^enl , sans doute , Beaucoup moins de soin et de prix \ 
obtenir , sops forme £nie , une multitude d'expressions qiie l'on 
peut aisément avoir en sënes irès-convcrgenlcs , et propres consé- 
quemmeat \ fournir des résultats incomparablement plus approcha 
aue» dans aucun cas, l'élat physique des chose! ne le nfclame ,. 
et même ne le permet. De quelle utilité pratique , par exemple, 
pourrait être la solution rigoureuse du problème de la rectification 
de 1^ circonférence, aujourd'hui que nos séries nous ont fourni. air- 
delà des i5o pretnîers chiffres ddcimaux du rapport de la circon<- 
lërence d'un cercle & son diamètre ; lorsque sur-tout on considère 
que las 20 premiers de ces chiffres sont plus que sufHsans pour 
déterminer , ^ moins de l'épaisseur d'un cheveu près , la circonfé- 
rence d'uD cercle qui embrasserait fout notre système planétaire. A 
quoi l'on peut ajouter encore que les expressions finies elles-mêmes , 
dis qu'elles ne sont point à la fois algébriques et rationnelles , ne 
sant susceptibles , tout comme' les séries , que d'évaluation apprechée^ 
Toutefois', on ne saurait disconvenir que , da moins aux ^eu& 
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3o THÉORIE GÉOMÉTRIQUE 

des théoriciens , les expressions sous forme finie ne soient plus sa- 
tisfaisantes que les séries iHImilées , quelque convergentes qu'on les 
suppose d'alitears. Outre que ces sortes d'expressions s'introduisent 
et se combinent plus facilement dans les calculs , elles sont sou- 
vent susceptibles d'un énoDcé concis et éli'gant ; et c'est sans doute 
ce qui les fait rccherclicr encore , lors même qu'elles ne sont point 
efasceplibles d'évaluation immédiate, aînâi qu'il arrive ppur la for- 
mule de Bcrnoulli v=: — ■ — ■ . On peut remarquer enfin que U 

découverte de l'expression finie d'une quantité, dcji connue par les 
séries, est un pas de plus dans la solution de l'important et dîili- 
cile problème de la sommation des suites. 

Par ces motifs , nous osons espérer que les géomètres voudront 
bien accueillir, avec quelque intêrOt et bienveillance, l'opuscule qoe 
l'on va lire. Il présente , dans un cadre peu étepdu , un système 
complet de formules tînïcs pour la rectîBcalîon et la quadrature in- 
^éBtiie des arcs el Sfgmcns de cycloïdes , pour la quadrature des 
surfaces et la cubature des corps engendrés par la révolution de ces 
;arcs et segnirns autour de chacune des quatre lignes les plus re- 
marquâtes de I9 courbe , eri6n pour la détermination des centres 
de gravité des unes et des autres. Plusieurs de ces expressions n'a- 
.vaient point été données jusqu'ici , et on paraissait même mclîner 
.ih penser que quel<|ues-unes d'entre elles ne pouvaient l'être que 
^ar les séries. On va voir qu'elles sont toutes susceptibles d'une forme 
iinie. 

I. Pour éviter au lecteur l'embarras de fe«illeler-des traités de 
xalcul intégral , ou de suppléer à ce qu'on n'y trouve pas , et pour 
.lui offrir en même temps le moyen de vérifier facilement nos caU 
.culs , nous croyons convcnablp de présenter brièvement ici le» seu- 
Jes formules d'intégration» peu nombreuses d'ailleurs, qui nous se- 
fODl nécessaires pour parvenir i .no^re but. Nous sous- en tendrons 
les coostanles. 
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DE LA CYÇLOIDE. 3, 

ï,* On a d'abord immédiatement 

yaxSb.^^Coj^eîs-f*— ^Sio."+'z, (A) 

3.* Si l'on a it iotégrer des formulea de l'une de« deux forme* 

dzSin.'o'+'z , dzCos. *"•+'£ , 

on les transformera dans les soîvaates 

dzSin^(i— Cos.*i)"' , d£Co8.i(i— ^Sin.*z)'" , 

lesquels , par leur développement ^ donneront une suite de termes 
rentrant dans le cas (i.°). 

3.* Si les formules à intégrer sont de l'une des deux formes 
dzSîn.*zCos."+'z , dzCo8,r«Sin."+»z , 
lin les transformera en celles-ci 

dzSin."UCo3^(i— Sin.'i)" , d«Cos."iSin.z(i— Cos.V)" , 
lestjuelles , par leur développement . donneront une suite de terne» 
rentrant également dans le cas (i.°). 
4." Si les formates à intégrer SOBI 

dzSîn.'"^ , diCos.""« ; ^ 

en aura recours & l'intégration par parties , gaî donne , comme l'on 
sait, 

/dzSiii.*'"x= ^Sîn.'"-»aCo8-i+^IÎ^/dxSin.»*«^'ïc , (C) 

^zO».»"«=H — ^Cos.'»-'iSi«.i+^^î^/dzCos.»<*-'»x ; axi 

formules an moyen desquelles on parviendra , par degrés , à rara». 
Ber les intégrales chercbées À /dz^^z. 
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5." St les formules- à inlëgrer sont de l'une des deux formel ' 

on leur subslîtucro lour» équivalentes 

dzSln."z(r— Sin.'z)" , d^CoS-^zCi— Co!,'«)" , 

Uisquellea , par le développement , donneront une suite de leroics 
qui rentreront daps J'un des cas (3.°) £l (4."). 

On sait donc , par ce qui pr<^cède , intégrer , sous forme finie , 
toute formule de la forme 

d2Sin."iCo3.''z ," 

m et n étant des nombres entiers positifs quelconques ou zéro. 
6.° Soit présentement une formule de la forme 

2*tl^Sin."'zCos.''i } 
l'intégration par parlîrs donnera 

/z*dzSin."'zCo5.''z=z/i*"'d3Sin."zCos."z-/drA»-'dxSin.'"/Cos."z;(E> 
au méyeii de quoi on ramènera , par drgrés , l'inli^gration dcman^ 
ààa & /dzSin.'"2Cos.''2 , que nous avons traitée dans les nuaicroi 
prtfcëdeiis. 

II. Soirnl AO, AC respectivement ( fig. 1 ) la demi-base et 
la montée d'une cycloïde, et soient menres O'h/ , OA' , rcspectl- 
venient parallèles à ces deux droites. Par un quelconque M des 
points de la courbe , soient menées aux mêmes droites les paraU 
lèles QQ', yV terminées aux quatre droites. SoilX le lion du cen- 
tre du cercle générateur, pour sa position où le point décrivant est 
en M , -et soit DIK son diamètre parallèle ^ AO' , coupant QQ' en 
K ) soient enfin menées MD, MC , Ml>' et soipnt Ct)=CM=»ÇD'=r» 

Nous prendrons 

OP=QMsï» » MP=QO==r . 

D/P'=Q'M=*' ,■ ^tP'=Q'0'=/^ 
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•a moyçiiide qooî vioauVons , ■.= ... , • . ; t 

( a'où j ,.:.;. 

Nous postronsj en outre 

Ang.DCM=2i ï Ang,D''CM=2i' , 
eelqni donnera ' . ..i ■ ,. '. .. i 

a(2+iO=* » d'où ,dz-+:dy=o.. ; .';" 

Gela pose , nous aurons 

^r<:.M D = arz , CordMD = srSio,* = arCps.*' , ,. . . , 

Jrc.^W=2rz^ \ Cord.^iy^2rS'm.zf=zrÇo»a 

"Nous aurons encore ,, , 

PD=P'iy=MN=rSip.Wïr*^i'^«CosAï=2rSin.«''Cos.«' , 
CN = rCQs.2z=r(Cos.'i — Sin.*z)=r(Sin,V — Cps.V}.; ., .,- . ., 
mais , par la naJur« de la çycidide « - - . 

Or(t=iOD— DPï=>tfr*.MD-.MN: î -, f _. . . 

MP=ND=CD--(23 [ '-! - ^■'- .; - ..'■-■. . 

donc, en substituant, ■'■ • '■' ' ■* -■' .''■ ' 

-S d*oi ? ^ ..... . 

yrazrSia.'z ) { _y'==2rSln.V'; ] ' 

donc encore ,-■-■■ ■. 

àsm4rizSia.*js\ djr'=ï4'^x'Cos.»z'' , 

àyB^ijcSia.zCos.i , '' ây'=^di*Sin.i^às^'.* '' 

De là on passerait faoilement aux ëquaiions prinutire et dîfï^ren- 
tiellb df la courbe , soit en ir et jr soit en ^r'- «t y* ', 'inaU «UeAi» 
ïiou» seront pas nécessaires. ' J i;' ■' -.■ ; 

Pour Xi commodité typ<}8F^pbiqiu> nous poserons encore 
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C(M^=/ , Sin.z=a , d'«ù f+u'ssii , 

Co«*«'=/' , SiDV=B' , d'où */•+!•»= I î 
ce qui donnera 

s =2r(i — /» ) , y ==ara » , d^r =^ru'6z , d/ =4r/« dx , 

^=3r(«'+/'B0 t f—2ru"t ir'=4rt"dz', d/'=4rtVdz'. 

in. Cherchons i abord les longueurs des arcs indéfinis MO, 
MO'? 
L'élément du premier de ces arcs est 

dont l'intégrale , commençant avec < , est (I) 

^«.M0=4rCi— /)=3(iyD-iyM). (a) 

Pe U 

et par etmsjqnent 

Arc. M0'=4rB':tâMïy ; (fi) 

ce qui met en évidenee la proprîe'té de ta déreloppée* On pourra 
éridemment , par ce qui préeède , obtenir la longueur d'un arc quel- 
conque de la courbe. 

IV. Cherchons Tes surjaces engendrées par lare OM, tournant 
successifement autour de OP «« OQ \ 
L'élément de la première surface est 

dont l'inté^stle , commençant arec z , est (1) 

' De lit on conclura , pour l'expresuoa de la «orfaoe engendW» 
par farc entier OO', autour de OA. 

S-wr'ss^Cerj'. 
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li'^Iâtient de la' seconde surface est 

4lont l'i&tëgrale , commençant avec z, est ^1} 

De là on conclura, pour «la surface .engendrée par J'arc entief 
' 00^, tournant autour de.OA'' , 

y,»r'=i^Cer.r. 
II est très-remarquable que la surface engendrée par l'arc OCV, est 
toujours de même étendue , «oit que cet arc tourne autour- de O^ 
ou qu'il tourne autour de OA'. On pourra évidemment , par ce 
qui précède , obtenir la surface engendrée par un arc quelcouane 
de ]a courbe, tournant autour de OA ou OÂ' 

V. Cherchons Us coordonnées du centre de graviti de chacun 
des de»x arcs indéjinis MO et MO' .'' . ■ 

Soient X, X les coordonnées, pour rorigine O ,, du centre de 
gravité du premier de ces deux arcs ; soient X' y Y' les coordon- 
nées , pour l'origine O^ , du centré de gravité du second. 

Suivant la règle centrcharique > X et -Y serofit les quotiens res- 
periifs des formules {d) et {c) par In formule (fi) multipliée pat 
S-w, de sorte qu'on aura 

3(1-0 * } {e) 

Dans le cas où il s'agira de l'arc entiiçr 00'' * Ml «un 

Or , on a , eu général 

ATo/n.MO'aeAfom.OO'— itr^iRjtfO } 
"prenant donc luccessiveoient C'A et O^h' pour axes des momens, 

il viendra ' - . ' 
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d'où on dre , toutes réductions faites, 

, ar{3MV— (1— «^)'(a+t') } J 

^' ' C/) 

Cette dernière formule prouve que le centre de gravité de tout 
arc de cyctoïde qui a son milieu À son sommet CV est au tiers de 
'sa flèche, à partir de ce sommet. D'après les priïcëdens résultats, 
la recherche du centre de gravité d'un arc queiconijue de cycloïde 
ne saurait ofTtir de difEcuIté. 

VI. Cherchons les surfaces engendrées par tare MO', tournant 
autour de (VA.' ou O'K ? 

Suivant la rè^te centrobarique , ces surfaces seront les produifs 
respectifs de fa formule (i) par z^T' et 2wX' , ce qui donnera 

. ^.rf[3iiV-(*-T'/(a+/0} . (A) 

I^a première sera dotic les f de. la surface' engendrée par la tan- 
gente MD' tournant autour du même axe. 

S'il s'agit de l'aÈc entier OO* , on aura , pour la première surfacer 
'^\r'=^,Arc.OlL i 
e'ttSt-à-dÎK , la moitié 'de la surface engendrée par le même are au- ' 
tour de OA. On aura ensuite , pour la seconde 

résultat qui prouve (IV) que la somme des surfaces engendrées par 
la demi-cycloïde OO' , tournant successivement autour de AO et 
OA' est égale à la surface cohveze du cylindre engendré par le 
lectangle cîiconacnt à la cycloïde entière , tournant autour de sa 

base: 
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bue. Au moyen de ce qui précède, on obtiendra facilement la sur- 
face engendrée par un arc quelconque de la courbe , tournant au- 
tour de 0''A'' ou (VA , ou même autour d'une droite quelconque , 
puisque le centre de gravité de cet arc sera assignable. 

TH. Cherchons les centres de gravîtè des surfaces engendrées 
par OM tournant autour de OA ou OA' ? 

Nous avons déjà vu (IV) que les ëlémens de ces deux surfaces 
sont respectivement 

d'où il suit que leur moment commun . par rapport aux plans con^ 
duits par O, perpendiculairement aux aies de rotation , est 

2wxy^ ix*+Ay^— 3a«r Vdj:(z — ta) , 
dont l'intégrale , commençant avec z , est (I) 

Ji wr^ { bC3o-ï-5b'— iga*}— 1 5/z(2+B») } ; 
divisant donc cette intégrale successivement par les deux formule» 
(«) et {d) .'nous aurons pour les distances du point O aux centre» 
de grarlté des deux surfaces » 

~C i5Ci-0»{a+n) ' ^^ 

arf »f3o-f Sh»— 9H*>— i5fr(a-f«') } 

i5{«(3— «•)— 3/*} * ^^ 

Dans le cas oâ il sera question des surfaces engendrées par la 
révolution de l'arc entier 00' , ces deux expressions deviendront 
également 

On pourra facilement , d'après ces résnluts , trouver le centre do 
gravité de la surface engendrée par un arc quelconque de la courbe , 
tournant autour de OA ou OA'. 

VIÎI, Chtrehons les centres de gropité des surfaces engeadrits 
far tare MO* . tournant autour de O'A' et CA ?_ 
Ces surfaces ayant pour éléinens respectifs 
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le moment commun de ces élémens, par rapport aux plans conduits 
par O^ , perpendiculairement aux axes , sera 

dont l'inli^grale , commençant avec z' , est (I) 

ii»r3(,_//){i5BV(iH-/0— (i— ^0(4— 7''— '8'^'— 9''*)' î 

divisant donc successivement cette intégrale par les deux formules 
ig) et {h) , on aura , pour les distances du point 0' aux centres 
4e gravité des deux surfaces 

i5u'(i-H') ' '' 

i5{3B'*'-(i-r)'Ca+(')} ■ ^"^ 

S'il s'agit des surfaces décrites jiar l'arc entier 0^0, ces formule* 
deviendront respeclîveraent , 

,r— ^rsO'A'-T^VO . JLr.i|^ . 

i«— 4 

La première prouve que la distance du point A' au centre de gravita 
de la surface diir.rite par O'O autour do 'C'A' et les ^7 de A'O , 
et non point les ; de cette droite , comme quelques auteurs l'ont 
<!crit. On peut , d'après ce qui précède , trouver le centre de gravité 
^e la surface engendrée par un arc quelcoqque de la courbe , tourn&nt 
•utour de 0''Â'' ou O^A. 

IX. Cherchons les aires des quatre segmens OPM , OQM , 
<WM, 0^0^? 

L'élément du segment OPM est 

_yd*=8r'u'dz » 
dont l'intégrale, commençant avec Zy est (I) 

0PM=r'{3«— rt;3+3«")] • {p) 

On aura ensuite 
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OQM=:ry— OPM , 
c'est-ï-dire ; 

OQM=7-»{/b(3— 2K'>-Z(3— 4b')} • (?) 

De 1& oa conclura 

0AO=f»r'=|Cerc.r , OA/(y=>r*=;Cerc.r ; 

e*esl-!t-dire , que l'aire de la cycloïde entière est triple de celle <}a 
cercle générateur. On a en outre 

0/P'M=0'A'0— OQM— QAT-TVI , 
(yQ/M=O'A0-0PM— Q^APia i 
c'est-^-dire ; 

0'P'M=r'îz'+/VCi— 2/")} > W 

0/Q^=r»{z'C3— 4/'*)+/VC3-a('»)} • W 

De tout cela on déduira facilement l'aire de toute surface pluie 
terminée par des lignes droites et par des arcs de cycloïdes. 

X. Cherchons les volumes des corps engendrés par la rhohttion 
des segmens OPM , OQM ^ tournant autour de OP et OQ » res-^ 
peciiyemcnt ? 

L'élément du premier de ces deux corps est 

dont l'intégrale f commençant arec 2 , est (Q 

;»H,'i5i— /u(i5+ioB*+8a')} - (aa^ 

D'âpre cela , le Volume du corps engendré par 1» réToIn^n Ja 
segment entier OA(V , autour de OA , sera 
iwV*=iOA.Cerc.OA^ 

c'est-à-dire , les j du volume cylindr» engendré par U tëroludos 
do rectangle OA'O'A autour de OA. 
L'élément de l'autre corps est 
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»dr'df = i6wr^iudz(z — tu)* , 
dont llnt^grale, commençant arec z, est (I) 

D'après cela, le volume du corps engendré par la révolution du 
segment entier OA^O^, aotour de OA.^, aura pour expression 
i,r\3-'— i6)=xOA'.Ctfrf.OA— 2^;»A.7- j 

c'est-à-dire , le quart -iu cylindre engendré par le rectangle OAO'A' 
tournant autour de OA' , moins deux sphères ayant même rayon 
que le cercle généi^ateur. A l'aide de ces résultats on pourra toujours trou- 
ver le volume du corps engendré par un segment quelconque de la 
courbe , tournant autour de OA ou OA''. 

XL Cherchons le eentre de gravité de chacun des quatre seg- 
mensOVUy OQM, O'?^ , O'Q .M ? 

Par la règle centrobarique ^ \'m>Vi\\\u-c du centre de gravité du 
segment OPM s'obtiendra en divisant la formule iaa) par la formole 
(d) multipliée par 2« \ ce qui donnera 

Par la même règ)e , l'abscisse du centre de gravité du segment 
OQM s'obtiendra en divisant la formule {Jib) par la formule (^) 
muliipliée ausji par a«; ce qnî donnera 

r{3j'(3— 4»')— 6<M^{3— a»'].fii'(9-9u»4-4»*)) ,^^ 

3{r(3— 4u')— ïH(3— 2u')} * ^ ' 

Mais on a , quel que soit l'axe des momcns y 

Jl/om.OPM = ilfo/n.OQMP— ;ift'/n.OQM , 

Jtfom.O,QM=J^o/ïï.OQMP-il/^m.OPM ; 

prenant donc letpectivemept QQ , 0^ pour «xf;s ^ef mo^neni , 
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Afom.OQM= ir'{/(i 5+ 1 o«'— i 6b*)— 3^(5-8b*}} ; 

divisant donc respectivement ces momens par les formules (p) et 
(ç) , on aura pour l'abscisse du centre de gravité de OPM et l'ordoimée 
de celui de OQM 

rfeg»— 6ftir(3-Hu'>fu'(9-|-ÎM*— 8m)} 

3[3r-to(3+au'>) * "'^ 

rî3«<5— Su*)— tuCriJ+iOBi— 16«<)} , _ 

6(z(3-4u-J— <uC3— 3u')} * ^^ 

VoiU donc les deux coordonnées des centrer de gravité des deux 
sçg^cns QPM, OQiVf qui se trouvent ainsi déterminées j le {Ktint 
étant prîs'pbur origine* ■ . 

On ' trouvera , d'après cela , pour l'ordonnée et l'abscisse da cestre- 
Aa gravité de Taire OA.0^ de la deml-cycloïde ^ 

;r=iAO', r,^-^,. 

et ensuite , pour l'ordonnée et Tabscisse ~da centre d« gravité de 
l'espace OA'O' , •- . • 

2r=iOA' , r.—^ , ... 

Il nous reste maintenant i assigner les centres de grarîté des deux 
autres segtnens MP'O'' , M(^(y. Ici nous prendrons le point (V pour 
origine. Nous aarons d'abord , quel que soît l'are , ' ' 

Jlfom.MP'0/=Jlfom.OA'0'— Afom.QAT'M— Jlfom.OQM } 
prenant donc successivement ÛA' et OA pour axes des momens ,• 
cuUe équation deviendra ' 

Jlfom.MP^O'=ir'pz'4-/V(3— i4/'*-*-8/«)ï „ 
Jlfom.MP'0/=ir*)3z'*H-6/V«'(i-ji/'»)-Ki-/''X4+7'"— 8/'*)). 
En divisant donc ces deux momeos par la formule (r) , on aura 
pour l'ordoonée at l'abscisse du centre de gravité du segment MP^O'^ 
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■ r{3g'+i'u'0 — i4i"+8yt)j 

'•p«"+6''a'»(i— «'■)+tl-<");4+71'— 8l'0) 

De là on passera aisément À l'ordonnée et ^ l'abscisse du 4."'* 
segment CQ^M, On a , quel que soit l'axe des momens , 

prenant donc successivement OP' et OQ' pour axes des momens, 
on aura 

Divisant enfin ces deux momens par la formule (i), on aura, pour 
l*ordonne'e tt l'abscisse du centre de gravité du segment OQ'M, 

rf3g'C7^,&M-8^*>-N'«'^(ar-3ifM-i6''*)} -, ., 

~~ 3,ï'(3--4i")+/'B'(3- ai'»)} * ^ ■' 

M. Poisson ft paru penser que les abscisses des centres de gravité 
ce ces sogmens ne Couraient £tre exprimées que par des série» 
(.Vsyea si- Mécûni'çuâ , tome i*** , page 147 )■ Mais on voit, 
par ce. qui précède , qu'on peut toujours avoir exactement , soua 
forme finie , les deux coordonnées du centre de gravité d'une 
surface. plane quelconque » -terminée pa« des ligne» droites et de» 
arcs de cycloîdes. 

XII. Cherchons les volumes des corps engendrés par la rholution 
des deux segmens O'cP^ , O'Q'M autour de O'V et O'Q' , res~ 
pectifemeiU f 

Suivant la rl^le centrohartque , le volume du premier de ce». 
^cu}c corps s'obtiendra en multipliant par 2« le produit des deux. 
formules (r) et (^) ; ce volume sera donc 
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Le Tolunoe de l'autre corps s'obtiendra , suirant la même règle, 
«n mullipUant par 2* le produit des deux formules (rj et (if) ; 
ce volume sera donc 

i-r'{3i"(3— 4/")+6'V*(3— a/^O-C»— '"X4— 5'^'+4'"))- ("") 
On trouvera , d'après cela , pour le volume du corps eDgeodrë 
par 0'A''0 , tournaut autour de O^À' , 

; ^r^= i CVA' . CercJi^O. ; , 
c'est-à-dire , le 8.™* du cylindre circonscrit ,- et podr le TOlame 
du corps engendré par (yAO , tournant autour de O^Â , 

c*e>t-&-dtre , les ^ du cylindre circonscrit , moins deul sphères ayaol 
même rayon que le cercle générateur. On obtiendra facilement , 
d'après cela , Us volumes des corps engendrés par des segmens quel' 
conques de cycloi'des , touriMfrt- auteur 4e O'A/ «u O^A , -ou -mime 
autour d'une droite quelconque , puisque (XI) le cebtre de gravita 
de l'aire de ce segment sera assignable. 

Xllf. Cherchons tes centres ûe gravité des corps engendrés par' 
la révolution des deux segmens OPM , OQM , tournant autour 
de OP et OQ respectivement ? 

L'élément du premier de ces deux corps étant wy^dx, le moment 
de cet élément, par rapport au plan conduit par Oj perpendi- 
culairement i l'axe, sera ' '' 

^xyâx^^2wriufiz(jC'^) , 
dont l'ii^tégrale , commençant avec t , .est (I) , \ \ ■ ' 

divisant donc par la formule (aa), on aura , pour la ' distance^ da. 
point O au centre de gravité de ce volume , 
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r{45r»— 6/>ig(i5+ioa'-l-8u*H-"'(45+i5ii'-H"t— 36u*)} 

3ii5r— (u(i&+i«j>-|-8«*)( ■ ^^■^^ 

Ea conséquence , s'il s'agit de la dislance du point O au centre 
de gravité du corps engendré par CAO' , on trouvera pour ton 
expression 

■ ^ '— rsîir-- 

I7él^ment du second de ces deux corps étant «':r*dy , le moment 
de cet élément , par. rapport au pUa conduit par O perpendtcu- 

lairement à l'axe , sera 

dont l'intégrale , commençant avec x > est (I) 

Jwrt|Cli(r(i5+io«»— 16«*)— 9«»c5— 8b»)— ««ciS+iSu»— 64«*+36h*)Î i 
divisant, donc par la formule (b$) , on aura , pour la distance, du 
point O au centre de gravité de ce volume 

rfgy'ÇS— 8u*3— fifagfi5+ron»— i6u4>-|Hi»(45+i5u'— 64ut-t-36i<Q} 

6i5*»cî— 4«»)— &i.yc3-3«»)+«'(9— 9"M-4"0J * ^^ 

En conséquence , s'il s'agit de la dislance du point O au centre 
de gravité du corps' engendré par OA^O' , on trouvera pour son 
expression 



6 * 3.1—16 
On voit y d*aprîs ce qui précède , qu'il sera toujours facile de 
déterminer le centre de gravité du corps engendré par un segment 
quelconque de la courbe , tournant autour de OA ou OÂ'. 

XIV. Cherchions enfin les centres de grapîti des corps engendrés 
far la révolution des deux segmens 0<MP' , O'MQ', tournant 
autow de. OT' et O'Q' , respeetîpement ? 

L'élément du premier de ces deux corps étant «r^»dj/ le momenl 
de cet élément, par rapport au plan conduit par O^ perpendîcu- 
laireineat i Tau , «er» 



DigitizedbyVjOOQlC 



DE LA CYCtOIDE. 4S 

•j:y d«'=32«r*/''V*dz'(z'+/'ttO . 
dont l'intégrale , commençant arec z' , est (1) 

\ *T*f9«"-4.6pW'r'c3— 1 4;'H-8/'*J+{ 1 — ï'»)( 1 6+a5t'»-68*'*+36*«) J ; 
^tivisant donc par la formule i/nm) , on aura y pour la distaDce il^ 
point (V au centre ^e gravité de ce corps , 

En conséquence , s'il s'agit de la distance du point O' au rentre 
â^e gravité du corps engendié par OO'A' , tournant autour de Q'hf , 
on trouvera pour son ejtpression 

'r ^^ 

vm 
L'ëlëtncnt in snconti de ces deux corps ëtant «r^d^^ , le moraenb 
de cet élément, par rapportai plan perpendiculaire à l'axe , passant 
par Û'j sera 

dont l'intégrale , commençant avec z^, est (I) 
J»r*f9«'n7-i6t«4*'*>-f*''"'*'(:2i-34^'H-'6i'0-Ci-'«)(iG-47<'M--6i'*-3Gf«JÎ ; 
divisant donc par la formule (n/i) , on aura, pour la distance <Al 
point (V au centre Je gravité ée ce corps « 
''!y"(7-'fi^H-8^*H-&'"''^Cai-34/^H-'6''*>-('-''')Ci6'-J7f+7&'*4fi/'«)| 

6{ir'»(i— 4i'>)+6('M'«'(a— 31'»)— (I— /'»j(4— 5("+4''*)} * ^■''' 

En conséquence , s'il s'a;;it de la distance du point (V au ceatra 
de gravité du corps engendré par O^A, tournant autour de 0'A> 
•n tmnTera pour son expression . 

' Ot> voit , d'après ce q^î précède , qu'il sera toujoun facitis dis 
déterminer le centre de gravité du corps engendré par un se^enS 
.quelconque du cj^cloids, biurnint autour de OA' ou OA. 
F»ls, 17 janvier iSi5^ 
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TRIGONOMÉTRIE. 

Sur l'aire du triangle sphérique ; 

Par M. Tédénat , con-espoodnnt de l'institut , recleur de 
l'académie de Nismes, 



X OUT le monde connaît le beau ihëorème de Caralleri , sur l'aire 
du triangle sphérique , et on le Irouvc déiiiontrtj très - simplement 
dans la plupart des traites élëni eut aires ; mais les jeuncs-gcns qui 
étudient le calcul diiTérenltel ne seront peul-étre pas fAcli<is d'en 
trouver ici la dtraonstratiou suivante , fondée sur les principes de 
ce calcul. 

Soient à , h , c { fig. s ) les trois côtes d'un tri^ingle sphc'rique 
ji , B f C les trois angles respectivement opposés , et 5 son aire. 

Si le côté c el l'angle B restant fixes , l'angle A vient à croître 
de la quantité arbitraire /, de manière que le côté i devienne b' , 
qu« AC devienne AC^ , et l'aire du triangle S' ; on aura , par 
la Série de Taylor , 

oA I ûA* l.a 

Ah I A^Jr i> 
oA 1 dA' 1,1 
Du sommet A comme pôle , soient décrits , entre les côl^s de 
Tangle i , les arcs de parallèles Cm, C'm' , et des points C et m' 
soient abaissées sur le rayon OA de la sphère Icj prrpcndiculairc» 
CD , m'D' ; on pourra toujours prendre / assez petit ^ sans élre 
nul, pour avoir 
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^f>S+CfAm^ et S'<S-\-CAm ; 

nais , en prennnt le rayon de la sphère pour unité , et remarquant 

que AD , Aiy sont respectivement tes flèches des caloles dont 

le» poriions de fuseaux. CAm et C'Am' font partie , nous aurons 

CAm=i(t — Ces^) , 

C^Am'^i(i—Co5M)=i[t—Cos.iCos.Mi+Sia ZSin.iI//j ; 
maïs, on a d*ailleur» 

Cus.Ml=l h»., Sin.^;:= — : 

i.a 1 1.3.3 

d'oi l'on Toit qu'eif snbïtiiuant , C'Âm' prendra cette furme* 

C'Am'^{\ — Co5.i-|-AV} . 

Ainsi, en résumé, l'on aur> 

y<5-Ki— Cos.i)i. , 

5'>5+(i— Cos.Jj — +3\ — 4-..- 
iioh on conclura , par le Théorème d'Arhogast ^ 

Présentement ou a« par los fnrmuW ronnue» 

Cos-^r^ — - 

Sin.Jhin.B ' 

ce qui donne , \ cause de B ei c constant et de C fonclfon 3t^ 

~S\a.CS'm.A+{Cos.B-{rCos^4CQS.C)=o - 

Maïs on a aussi 

Cos.B-\-Cos,ACofi.C=Rm.AS'\n.CCosS } 
ioBCp ta substituant eC divi»aut par Sut.Ci-, 
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-— -+Co3.i=o i (a) 

éliminant donc Cos.^ £ntre cette ëi^Hallon et l'ëquation (i) , il 
rWidra 

d'où , en intégrant, 

Pour déterminer la constante , on remarquera que , si l'pn a jisew , 
on aura C=B et S=s:iB ; d'où 

Consi.= B-'W , 
et coDS^quemment 

S=A+B-^C''w . 

On aurait pu parvenir plus brièvement au but en employant le 
langage des infiniment petits. On aurait d'abord substitue dA Jk t'i 
on aurait remarqu(i que dS , c'est-à-dïre * le triangle sphériquc 
CAC^ Manl infiniment petit, le triangle curviligne COm était- in- 
finiment petit du second ordre ; qu'ainsi l'on pouvait poser sim- 
plement 

dS-C4m^dA(,i'^CoiJ>) ; 

mais , dans le petit triangle sphérique CAC où l'angle C est - Le 
aupplément du même angle de BAC , on a 
CM.O—Coi.âACw.C 



Cos,h 



Sifl.d^Sin.C 



Or, on a Sin.d^=d^ , Cos.d^^ i , et C'=C+dC d'où Cos-C 
^CoSi£'Cos.dC— Sin.CSin.d^^G}S.C — d^Sio.^ : dosic enfin 



•u, en substituant, 
«omine cîrdessas. 
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QUESTIONS RÉSOLUES. 

Démonstration du théorème de géométrie énoncé à la 
page 384 du V' volume de ce recueil ; 

Par M. J. B. Durivamde. 



X HÈORÈ^E. Tout quadrilatère , plan ou gawhe y rectib'gne ou 
sphérique , dans lequel la somme de deux côtés opposés est é^ala 
à la somme des deux autres côtés , est circonscriplihle au cercle. 

Démonstration 1. SoU le quadrilatère plan ABCD ( fig. 3 ) dans 
lequel on suppose 

AB+CD=BC+-ÀD . ^ (1) 

Soient divisés les angles A , B en deax parties égales , par des 
droites concourant en O. Soit joiat ce point O aux somniets C et 
D ; et du même point soient abaissées sur les directions des côtés 
les perpendiculaires OE , OF , OG , OH ; l'^^uation (i) deviendra 
d'après cela 

AE+BE+CG-f DG=BF-|-CF+AH+DH . (a) 

Les triangles-rectangles OEA, OHA qui <H)t lliypotliénase com- 
mune et un angle oblique égal , par construction , sont égaux ; et 
il en est de même , pour de semblables raisons , des triangles rec- 
tangles OEB» OFB ; donc d'abord 

OH=OE=OFî (3) 

«t ensuittt . ' 
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AH=AE , BE=BF . (4) 

Au moyen des équations (4J > IVquatîon (a) se réduit ^ 
CG-t-DG=CF+DH . (5) 

Présentfmenl OC , OD ëlant l'une et l'autre hypoilienuse» com- 
munes de deux triangles rectangles , on tlnit atoir 

ÔFV<-F*=ÔG'-hCG' . 

retranchant donc, et ayant 4!>jnrd à Idjimiion (3), il viendra 

ou 

CCF4-DH);CF-DIT} = (CG+DG)(CG— DG) , 
ou simplement, en venu <lc (5) , 

CF-DH=CG— DG , 
ou encore en ajoutant et reirjnchjiil celte dernière à l'équation (5) > 
transposant, rcdulsiint et divisaut par 2, 

UG=DH . CG=CF ; 
les deux^ triangles rLTiangk-s OFC , CGC sotil donc égnnit , ainsi 
^••e les duux. triaujjlcii n-ctangles OHD , OGD; on a donc 

OG=0F=0H=OE » 
et par conséquent le cercle décrit du puint O comme centre , et 
avuc l'une uuelconqurr de ces quatre dniUcs |>oiir rnyou , louchera. 
les. cotiïs dii quadriljlère aux puiuts. K , F , G ^ Il > cl lui i«ra. 
eu etîeL cirr.DirsrrlI. ^^ ■ 

i*) Oit aurait [ju né point mener ir.Jvonl <>G,, di'montrcr , rommp- ci <liïiii«^ 
qi«Cn=f;F+DH,a.'rermliierle poini G j.i.r la con.lili.-ii Cl =< F^rf..!', DG=PP 
el Tnt-(i.-r slurs ()G. On a imit reiu^rqui* enSiiiic tjin- d'fi]ii'ù* .<:<•»<■ ,ti>iisli:iir'iuti le» 
«ercL* (li'crits <leg puiiiu A^ B^ , I* Luminf nul <■« H a»rc les r:<)<>n&^ rei— 
(eutîEt AEI p\K AHp BiL oa fir , Ck' ou. CG„Dl> ou DU se loiuibèuc dmà~it 
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II. Si le quadrilatère est sphërique , après avoir fait une cons- 
tructioD analogue et démontre comftie ci-dessus que 
_ . . JrcX>n~Ar£,OF=^rc.0Z , . (G) . .' 

el que 

Jrc.CF'^Ar£.BK=^Jrc.CG-^Jrc.I)G . , (7) . 

ks cAiples de triangle sphénques doat les hypothéaus^» cooiiaUDas^ 
«ont Arc.OC et Arc.OH donneront 

Cos.OT Cos.Ce =zCos.(yGCos.CG , 
Cos.OYlCosJM=^Cos,OGCos.'DG : ^ 

prenant successi renient la somme et la diJTàrence de ces deuif ëqu*:- 
tions f en ayant ^gard à l'équation (6) , on aura 

CosOE Cos.C^±CosSm)~CosS)Qi,Cos.C&±_CosliG). ; ; 
ou , en dédoublant et divisant , > ,. 

Coj.CF— Coj DH _ Coj.CO— C<M.DG 

C(.j.CF+Ct.j.DH~ Cw.CG+Cw.DG ' 

OU , en décomposant , par les formixles connues , 
2û«^.f(DH+CF)rflflff.f(DH-CF)=71my.i(DG+CG)r<iny.|(DG-CG); 

ou, en simplifiant, 'au moyen de Tëquation (7), et passant ensuite 
des tangentes aux doubles des arcs 

ArcXiK—Arc.Œ==.ATcIiG—Jrc.CC , 

en combinant cette dernière ëqnarUon , par addition et soustraction 
avec l'équalion (7); ou en tirera, en transposant et réduisant ^ 



deux tnx points E , F , C , H, qui sont cont^nemment «ur nue même circonffi- 
rmce ; on en aurait «rnctn OG=OP=OH=OE. " De li serait rësolté fëgaKrt 
•oit «lire ka triantes OFC , OGC , loit entra Ui triangles OHD, OGD;et, 
f» tulle , U perpeoJicuJari'ë de OG nir CD; ce qui anrait établi que le cercle 
touchant les Irtûa prosùera calé» ea H, Ë^ F , touchik ^uni le quurijnc en Gk ' 

( Vote ie routeur. ) 
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5a QUESTIONS 

'ArcCG^ArcCF , ArcJ>G=Àrc.'Dr j 
H l'on achèvera comme cî-dessus. (*) 

m. Soît enfin le quadrihtère gauche ADBIV (Rg. 4 ) , dont 
■ne des diagonales soît AB ; et concevons d'abord qu'on aft faft 
tourner autour de cette diagonale l'un des triangirs (ju*clle dtélerniine 
pour l'amener dans te plaa de l'autre , de manière que ie quadri- 
latère devienne plan. 

Soient înscrils auT. deux triangles ADB , AD^B des cerc1'>s , dont 
G , G' soient les oentrrs E y. K' les points de contact avec la dia- 
gonale , G , H les points de i-ootacl du premier avec les cdtés DA r 
Dfi t er enfin G^, H^ tes points d« contact du second avec les c6lé» 
D'A , IKB. 

Si ,. cenune nous le supposons, on a la relation 

AD+BD'=BD-f AD' , (»), 

On- pourra la transformer en- celle-cï r 

AG-hDG+BH'+D'H'sîBH+DH+AG'+D'G' -, (aj 
■lais oa a « par la propriété des tangentes > 
DH=DG , 
»'G'=iyH^ ^ 
.AE=AG r 
• BH =BE ^ 

AC^AE', 
BE' = BH'i 

ajoaranr dbnc toutes ces équations k l'équation- (a)» il' vrendw^ 
en réduisant 



. i*) Cec) démontre qne , hit une aphèw comme sur un plan , lorique ^ualw 
•erclet' te toucbent deux à- deux , iéura quaire pointa de contact (ont ùtu& Ma 
ma mftaa cînonfëcence » et oont^ueniBent dans un mén* pLan. 

( £/ott Je PmuUar ). 

AE 
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AE+BE'=BE+AE' ^ 



nais, on a aussi 



AE+BE=AE'-f BE' ; 

>)oataat donc on retranchant , on tirera de ces deux demièrea 

AEssAE' ou BE=ïBE' ; 

ainsi, les points de contact E, E'se confondent en an seul qu'k 
l'avenir nous destguorons simplement par E , et qui se tronre con- 
aé<|ueinment avec G et CX sur une même droite perpentUculaîr* 
à ÂB. 

Cnticpvnns que des pnints A , B pris successivement pour centres, 
et avpc cl-;s rayons r<!spe.-tifs AE = AG=AG', BE=BH=BH'^ on 
■ di'ciivc duux cercles , leurs tangentes extérieures concourront en 
qiiel4|ue point F du prolongement de ta droite AB qui ^oînl leurs 
'centres. Soii'nl encore di-crils des points D , D' comme centres et 
avec les rayons DG = DH, D'G'=D'B', ils lourheront les deux 
auires, le premier en G , H et le second en G' , H' ; donc, par 
les ihôories connues , les droites GH , G^' iront concourir en F, 
sur le prolongement de la diagonale AB. 

ConcPTons présentement que Ton relève le plan de l'un âes deax 
triangles ADB , AD^ > en le faisant tourner autour de ÂB , de 
manière & reconstruire le quadrilatère gauche; les droites GH, G^' 
' ne cesseront pas , dans ce mouvement , de concourir en F et d*étr« 
conséqocmment dans un même plan , lequel contiendra aussi les 
quatre pofnts G, H, C, H'; EC et EC ne cesseront pas pa- 
reillement d'être dans un même plan perpendiculaire ji AB. 

Les axes de ces deux cercles , c'est-à-dire , les perpendiculaires 
menées i leurs plans par leurs centres , seront aussi dans ce dernier 
plan , et s« couperoat consëquemmeat en un certain point O , lequel, 
Toaê KL 6 
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appartenant ï ces deux axes, sera également dUfant des poînfs Gi 
H, G' t H^; puis donc que ces points sont sur un même plan; 
ils appartiennent À une même circonférence i Ii4]uelle conséquemment 
notre quadrilatère est circoDscrit (*). 

Si tes deux diagonales étaient telles qoe leur somme fût égala 
& celle des cdtés opposés, cet càtés et les deux diagonales ne seraient 
autres que tes six arêtes du télraêdre dont^'îl à été question k la 
pnge 3o4 du V.' volume de ce recueil (**). 



(*] Dani le vrai, si l'on veut appeler pol^rgone cirtotucrit ï un cercle, comme 
on le fait commimi'mcnl , un pol^^ne dont tout In cAlét tunt dra lanfçmtef 4 
ce cercle, notre cjuadriUlére gau>he ne sera puint '(>ro|)renu.'nt rircon«criplibU 
au cercle , maii Ji une eplière a^ant ie point O pour centre cl OE pour ra^on. 

j. D a. 

(") Le théorème ii^nt ajnii demonln' poiu- le <)uiulrilalèfe giuch« , te Iroure 
l'être auMÎ pour le cjuadrilalt^re pUn , ijoi n'fn cal qu'un cm pii dieu lier. Il nVat 
paa in£me difficile d'en conclure auaai U d^monairutinn pour le quRilrilalère apli^ 
rique. En y faiiant , en cE--l , nn» ii^m'ihbLii conalrueiion , on ^auiirera , par les 
mêmei mojeni , q«n tea pointa E , E' ic eonfnnHent. Ima^inanl alora pa- lea points 
G , H , C , H^ <lt!l tangentes aus crrclea , cc> l«n^'iii*-a fornierunt par leurs 
concours Mt quadrilatère gauche dans lequel lea aoromea de ecSic* oppoapi aeront 
^lea,- il «era donc circonscrlplible au cercle, el le tercla quon lui inscrira icn 
aMsi ioKrit au quadriUière aphiiriquc. 
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BÉSOLUES.^ 



Sciutîon ■ du pT^mief des deux problèmes de f^métrîe 
proposés à la page 528 du V,* volume des Annales^ 

Par M. ZiMDBua, professeur de tnathëmatiqwes au lycfe, 
et secrétaii-c peipétoel de Tinstitut royal à Venise (*). 



xROBLÈME. Diviser graphiquement Faire d'un triangle ehparties 
égales , par des parallèles à sa hase ? 

Construction. Soit le triangle ÀSB ( 6g. 5. ) qu'il faille , ^par 
exemple » dtfiser en cinq parties égales , par des parallèles 1 s» 
base. 

Par son sommet S , soit menée nne droite SD , parallèle & sa 
base AB et ëgalc à sa hauteur SH. Soit f^, te milieu, de cette 
parallèle , et soît divisée f^S en cinq parties égales , aux point» 
'i * ^> » ^t » ^4* ^' ^^ points > pris successivemeot pour centres, 
et avec leurs, distances aii poïni D p6âr rayon ^ «ïient décrits de» 
arcs coupant respectiT^meot- la hauteur en h^ , h^ , h^ , h^\ les 
parallèles menées i la base par ces deraïers points seront les droite* 
cherchées. 

Il ne serait pas difficile , d'après cela , de diviser la surface 
convexe d'une pyramide ou d'nn cône en parties égales , par dea 
plans parallèles à sa base. 



t*) Ce problèa^ , de pmû^ ficXlé , ro penTani offrir d'inl^rtt qu^ rûss 
i» l'â^^ice âe U centtruction , nous avon* cru pouvoii paiter miu âlcnw hM 
moUitude i'autrca loluUea» (^i^oa en a donoéeib 
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SI, aa lieu de diviser c,S en parties égales, on l'eût divisée en 
parties proportionnelles k des nombres donnés quelconques , les 
parallèles k la base , au lieu de diviser l'aire du triangle en parties 
^^ales , l'auraient divisée en parties proportioni>elies à ces mCmet 
nombres. 

Le premier cas n'étant même qu'un cas particuliet de ce dernier, 
c'est celui-ci qu'il suffira de démontrer, il est évident d'ailleurs que 
tout se réduit à savoir diviser l'aire d'un triangle , par une parallèle 
ï sa base en deux parties qui aient entre elles un rapport donné, 
celui de m k n y par exemple. 

Démonstration, Tout étant dans la Bgure 6 comme dans la fi- 
gure 5 , si ce n'est que C est If milieu de SDsSH , que SC est 
partagée en £ en deux parties SE , £C proportionnelles k m e\.n, 
que E est le centre d'un demî-oerrli- DLK coupant la hauteur 
en L , et qu'enfin FG csi la para''èle à AD couduite par Lj soient 
M, N les deux segmeas du triangle. 

Mous aurons 

M+îï=-=ASBx:-ABxSH , 



sii" '*** ™ 



= ^AB.SK=:AB(DK— SD) 
ifest -\.~ dire , 

M+N=ABxSC . 

N=ABx(DE— SC)«ABx(DE-DC)=ABxCE ; 
4one t en retranchant , 
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M=ABx{SC— CE)=ABxSB î 
donc enfin 

K Fr. « * -'* 



De la division du cercle en portions de même périmètre 
ayant entre elles un rapport donné ; 

Far M. Gehgobne. 



Dans le 1." volume Hc ce rcrueil , page 340 , M. LHuîIîer a 
donné une irès-t;tC{^aiite et U-cs-curieuse construction du prublème où il 
«'agît de diviser un cercle en parties égales ï la lois «a cooiour 
el en surface. ,. - ' 

Ce qu'on vient de )ire m'a fait penser que la méthode de.M._ 
LbutlVr. devait s'appliqui-r au problème plus général où il s'^SJt ^^ 
partager un cercle eit parties de même contour, ayant entre elles, 



<*) tA.TiientX oburve qu'en divitant la hanlenr du Uriangle Ji partir, du,* 
dam le rapport de n à m d^tignanl par x le {nemier de* deux te^ent , par h 
la ha«teur du Irlungle total , et enfin par y '^^1*' du triante i retmncher ,* on 1 
l'équation y'^^s , qui ipparticni à. la parabole M peut .fournir ona coailMction. 

A la vérité, celle consirucrion n'en point éli'mvnlajre ,' mais M. TMenat re- 
marque que «on analoj;ue isl peut-être la plu» «impie qu'on puide appliquer an 
aecond problème de gi'am^lrie de la paga 3a8 du-V.e volume, 1 relatif, è la pj- 
ramirle ; problèinr non siiKipiiMe de solution él^wiitaire etqnî ocinduU i IVquaticn 
yi^t*» de U prenûire parabole cubiqug. 
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des rapports donn^s.^on seulement l'épreure a jualifié man ittentt; 
mais j'ai vu que (a conslruction pouTail être démontrée très-brièTe- 
ment, sans rien emprunter do la théorie des suites dont les terme» 
sont des puissances semblable* des termes d'une progression par 
différences. 

Soit en effet divisé le diamètre ar d'un cercle ( fig- 7 ) en denx 
segmens , proportionnels km et a } en sorte (|ue ces deux se^meos 
«oient 

amr sur 

sur ces denx segmens comme diamètres soient décrits , de part et 
d'autre du diamètre total 2r , deux deini-circonférences dont les 
longueurs seront conaéquemroent 



leur somiite sera »msï wr j e'esi>]i-dtre que , quel que «oit 1« rapport 
dte in k R , la courbe eonlinue formée par les deul demi-eircon- 
fereneea intérieures et se terminant aux deux extrémités du dis- 
lAâiré xr est constamment égale Ji la demi-circonférence cxlérîeare. 
, Cette courbe «t le diamètre sr divisent le cercle extérieur en 
quatre segmeos M , If , M' ^ N^ i tl l'on a ëridemment , par ce 
qtii-piëflicts , . 

m , en lédulMJI , 
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' (m— «II* 






«t pir consëqueât 

»f BP _ m 

c'eat-^Ire y. qqp I« courbe ronlinae partage 1« ceftfe en deajf 
•egmens propOEtloaaeb aux «egowiH corrupgnduu du dîamAutv 
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QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problèmes de Géorrtétrie, 

I. UéTERMIVER , en fonction des trois cAt6s d'un triangle sphoriqne , 
I.* le raj'orï sphëKcjue du cercle inscrit ; 2." I« rayon «pheriqM 
'du cercle circonscrit ; 3." la distance spHerique entre leurs centres 
sphériques (*)? 

II. Déterminer , en fonction des six arêtes d'un tiUraèdre , i.* 
le. ray^ de la sphère- inscrite ; ' ».* le ra\on du la sphère circons» 
criie y X" ,1b distance entre leurs centres ? 

.■r^ . — ■ — i 

(*) Jentenda ici par distance sphiri-jue -rnlre deux poinrs d'une aphire, l'arc •!• 
grand cercle if» foint cra deux points. J'appcllr cnttrt sphin^ue d'un crrcle d'une 
«pbtre , ce qn'on appelle ordinairement ton. pèle, Fnfin , j'appelle rayam sphèri^tm 
de ce cercle l'vc de ^anil cercle qui joint fon centre aphërique à l'un quelconque 
dea foïnU de m circonférence. 
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«AtCOt DES DÉRIVATIONS. e. 



ANALISE TRANSCENDANTE. 



SDu calcul des dérivations , ramené à ses véritables 
principes , ou théorie du développement des fondions , 
et du retour des suites , 

Par M. J. F. Français , professenr. à l'école royale 
de l'artUIerie et du génie- ' i - 



JJëpuis rinventioD da Théorhnt Je Taylor , smt le développement, 
des foDcti(»is d'un binôfiM^ .eç du Thdorèfnfi de Lagrange f sur Je 
retour des fonctions et des léries ^ .bien des géomètres se sont occupës>' 
d'étendre et de générallsor les dilcouv^r^» de ces deux géomètres-. 
Cftl^bres,; «t, »an\ lUi rapport de U ihiorte générale, 9n peut dira - 
q^ lef sésoltats ^uxi^ueLs il», sont parvenus ne luis^int plv>9 rien-, 
i désirer; mais les formules qui les conliennent, quelques prépieiuejf. 
qu'elles soient , comme 'solutions ^néralec,' ne font qu'in^lt^cT t|oe 
suite d'opérations xiilérieuwa , souvent si conpliquéfts qu*|çUe9,.déT- 
cquragpnt le calculateuFj le plus intrépide. U restait donc ^ troj^sec ' 
une métbode simple, focils et ^nll^rne, poujE exécuter çompj^l^f' . 
ment et immédiatement tousicea déveleppem^A* . laaf .direct .^^fp^ 
de Tttouf. Les géontètres «Jiem«ndits«nt :l«9. premier^i^u} pntïdyKH't 
dan» cette recherche : leurs travaux ont donné naissance à..«i|.inoti— :< 



i 



^ 
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9i . . CALCTJt; 

Tcaa cilcul , ippflU finalise combinatoire par ion mTenleur Hln~ 
fyaburg. Ce cattal résoat 1 la Térité U question, mais d'une nif 
nière trop disparate avec les procédés ordinaires de l'analise : il obtigs 
^ former d'abord séparémeot les groupes de lettres , et ensuite leur* 
coefRciens- numériques ^- pour lesquels on a besûn de tables de 
combinaisons calculées d'aTauce. Il était rëserrë i Arhoeast de donner 
la solution générale , complète et analilîque de celte question dif- 
EîcHe, dans son ftr/cj^ des J<^r/cd//on^. Malheureusement cet ouvrage 
est entaché de plusieurs défauts très-graves , qui ont dégoûté les 
géomètres de «a lecture , et ont empécbé qu'il ne fût étudié et connu 
autant qu'il le luérite. Ces défauts sont i.* de n'avoir pas assec 
justifié llntroduction de ses nouvelles notations ; 2.* de n'avoir pas 
défini assez nettement ses. dérivées et att dérhatians ^ 3." de déduire 
sa théorie d'un principe qui n'est nî asses clair nî assez évident 
( n.^ € ) ; 4>' <]c l'exposer d*ûn'e manière trop longue et trop em- 
Jiarrassée ; 5." enfin d'avoir noyé des résultats vraiment remarquables 
dans une foule de choses qui ^^if , pojiç.ain8i dire , hors d'œuvre, 
et sans liaison avec l'objet principal de son ouvrage ; de sorte que 
ce qui pouvait être présenté dans quelques feuilles d'impression est 
devenu un gros în-^.*. ' 

Je ftie propose , 'dans 'ce petit écrit ', -de remédier, le mleax qae 
je pûnt-rai , i ces défauts de t'otfvrage d'Arbegist , en déduisant la 
•Téritahle théorie du calcul des déritations du seul théorème de 
TayIor\ ftans* l'emploi d'aucun principe nouveau ; de sorte qae ce 
ckicûl ' ne sera , à proprement parler ,- qu'une exteosioD' de- ce 
théorènie. ' ':■.■.-. 

Afin de rendre réxpostt'rbn de celte ihéerié ptosraplde, et de 
présenterde suite aux géàmètrës toute 'la partie usuelle de ee calcul , 
jtf'ïiie contenterai quelquefois' de généraliser les résultats par des 
concluaons' d'induction i sanf It démbntrer cet conplusions dans on 
aAicle & part. Pour le mèrtib ra!«on%)e'rétégtisrai dans des remorfues 
tdtïtes les obs^vations , soit sur les notatUiw , «eit sor te /ood mena • 
dr*lft 'théorie. - ■' 
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Article premier. 



63 



Développement des fonctions selon les puissances tiscen- 
dantes de la variable. 

I. On sait , par le tbëorème de Taylor , qae tonte foDCtion d'un 
binâme »-\-z ( f étant une Tariable qui reste iadëtermioec ) , peut 
être déreloppée en une série de cette forme 

les coeffi^iens a , a,f a^ , a^ ,..., étant dëterminés parles valeurs 
qne prennent la fonction fC<*-t~') *' *^* coefiicians différentiels 
— — -• _ ^^ lorsgu'après la difliérentiadoo. 



y fait xssio. 



i.aJd«* * " 



Nous représenterons ces valeurs particulières des coefficïens diffé- 
rentiels par Df«, — D'f« , — r»D*fa,...; et nous appellerons, avec 

Arbogast, les quanljbîsDf», n*f» tliH» ,.„.ydinpies , première ^ se^ 

condê , troisième , de f «. Ainsi la dérivée ji'fm , d'un ordre quel-* 

conque n , n'est autre chose que ce que devient le coefficient diffézentiel.' 

•■ ' — , lorjquon y tait «=0. 

Nous aurons donc 

= — Df»= — Dtf , 
I 1 

=! — D'f-= — n'a y 



'<?) 






d'-ûù l'on tire 
[ réciproquement 



-^•1»=- 






I.2^t , 



D'as i.3.».na| . 



(?). 
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.64 C A L C U t 

Les Valeurs ( 2 ) ^tant «ubstîtuées dans l'équation ( t ) donnent 

(4) f(*+:r)=f-H>f-.*+Y;DT-.*'H- ^tt'U.s'+.... 

!=d+I>tf•J^^ D»<ï.*'4-' — rl>*(i.**4- 

Hais ici il faut obserrer qnc c« dtiTeloppement peut dcrenir im- 
possible ; ce qui arrive toate» les fois que f« et ses démées déviennent 
infinies : ce cas a lieu ponr la fonction Log.^r^'par exemple. 

3. Remarque. La loi des Déripalions . «u de la formation des 
dérivées successives, est (évidemment la tnéme que celle des diffé- 
rentîatlons , à la seule exception près que nous supprimons les 
dénominateurs inutiles Dm, d«*, D«* (••*•••; ce qui revient à sup- 
poser D«=i. En effet , on sait, et îl est d'ailleurs évident que le 
coefficient différentiel d'un ordre quelconque de la fonction d'un 
bindme m-\-x est le même , soit qu'on la différencie en regardant 
s comme variable et « comme constint , soit qu'on la différencie , 
en regardant « comme varlaLtlc , et jr comme conMant -, on a donc 

d"JÏ#+«) a-^CH-*) , . . d".r(«+*) ... 

■ .^ — =^ — T— — i or , en faisant .*=;o, dans — Tl — »onobtient 

dP-.f* 

•— - ^sjfïtt. Il est donc démontre que la loi des dérivations est U 

même que celle des dîffërenliations ; et il ^ensuit austsi que les 
diripies d'un ordre quelconque ne sont autre ehose que les coef- 
ficiens di§érenliels du même ordre , pris relativement à la quantité 
constante », que F on feint être variable. , 

Il se présente ici naturellement ane objection que l'on a faite , 
d^s L'o^i^ae , contre la notation du calcul des dérivations : c'est que 
les opérations dérivatives étant les mftmes que celles du calcul dilTë- 
rentî^I ^ U fallait - les indiquuer pat les mêmes notations. 5p rpponds- 
d'abord qu'absolument parlant la chose eût été possible ; mais que , 
pour l'ordre et- la précision , «t d'après les règles d'une saint lo- 
gique , des opératlops qui , bien qu^dvntii^ueB pour li f«rme , difr ' 
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fèrent eatiirenfent poor le fond , doÎTeot être repr^Mnt^ea par des 
signes dîAiérens. Je dis que ces opcralionsdifl^reot entièrement pour 
le fond ; car lés signes difftirentielB se rapportent aox variables et 
à leurs rariaLlIitë de grandeur , tandis que )es signes dérÎTatifs ne 
se rapportent qu'aux seules constantes , et que les dërivées sncces- 
sives n'indiquent qu'une de'pendance d'ordre et de succession dans 
les termes d'un développe ment. Si Lagrange a été autorisé k introduire 
une notation nouTelle, dans le calcul des Tariations , pour indiquer 
une opération entièrement identique «vec la diâerentiation , et 
qui sfi rapporte aux variables mime , seulement parce qu'elle ne 
se rapporte pas i leur variabilité de grandeur , mais 4 leur va^- 
biliié de forme ; à plus, forte raison ura-t-if permis , ou pliitât 
nécessaire , de représenter par une notation particulière une opéra- - 
tion qui ne se rapporte pas mime aux variibles , ni i» aucune 
espèce de variabilité. 

Une autre raison, qui suffirait i elle 'seule pour justifier Unirai 
duction (l'une notation particulière pour les dérivations, c'est qu'elles 
. peuvent se trouver , et selrourent réellement souvent combinées avec h» ' 
diiTérentielles , dans uue même formule; il faut donc qu'on ne puisse paa 
les confondre : ce qui arriverait infailliblement , si elles ëlaieat repré- 
sentées par u'ne même notation. 

Quant i la suppression des dénominateurs Dm ^ D«* , D«' ,...:. ; 
leur inutilité seule suffît pour la justifier, fii des personnes habitue'es 
aux conaidcrations d'infiniment petits tiennent i conserver ces dé- 
nominateurs , dans le calcul différentiel , où leur considération abrègo 
quelquefois les raîaonnemens dans des questions de géonétiie et 
de mécanicfue , njais où elle peut aussi égarer ; il n'y a pas la moindra 
raison de les conserrer dans l'anallse pure t QÏ* i plf^ forte raison, dans 
les dérivations oh toute idée d'infiniment petit serait plus que déplacée* 
3, Réciproquement -, tout polynâmo de la forme a-^^s-^^s* 
•4-tf,s''4-"- (terminé ou non), peut £ire représenté par a^Jta,* 

-f--J3-V.**+'-7T°''*'!i"*"*'- **^» '**'* **• coefBcien* «» a, ; 
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'■ > ^i (••.••••• et las dérWées successives de tf ^ OD a l«s rtU-^ 

tions (3). 

£a eiTct , en supposant , ce qui est toujours permis , 

(5) <7+ff.*+fl.*'+<7,«*+...^f(»+:r) ; 

on a > d'après la dëfinîlioa des dérîvëes ( n." t ) , 

I.» i.a ' » i.a.i i.a.3 * ' 

d'où l'on tire les relations (3). 

Si te polynôme est terminé , et n'a qu'un nombre n de termes « 
tf«_i sera le dernier des coefHciens \ et tous les suivans a , o^^. , 

«K-i-t » > ainsi que leurs valeurs correspondantes « en dérirées de tf t 

seront ^^aux ii zéro. 

4* Rtmarque. II est bon d'obserrer que l'ëquation (5) peut être 
satisfaite d'une infinité de manières , et que « est entièrement indé- 
terminé. £n supposant »=o, on a 

ï-a i.a * i.a.3 ia.a • ' 

ce qui donne encore les relations (3). 

5. Proposons-nous maintenant de développer la fonction d'un poly- 
ndme quelconque , ordonné selon les puissances ascendantes de la 
variable , en une série qui procède selon les mêmes puissances j c'est- 
^ire , de déterminer les coeffîciens du second membre de l'équatioa 
suivante : 

(6) ♦(«-f^.*+tf.*'-M,«*+....)=^H--<i*+-'.*'+-^i**+-" 

D'après le n." 3 , le polynâme sous le signe de la fonction peut 
être représenté par f(«-4-x) ; le premier membre de cette équation 
peut donc Être mis sous la forme f f(«-t-jf). Il suffit donc de substituer , 
dans l'équation (4) , f f au lieu de f ; ce qui donne 

#C*^i*-Hi*»-h»j«î+...)==#f*+n.#f--«+r»*ff«^*+iD».ffA«*+« 
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M. aberrant eeinodant qua , iaat c« eu » chtcun dsr «igMs de 
dérîvalioD indique des opérations ultériepres 4 exécuter , que not»* 
eipliquerons dans la rcniarque suivante : c'est pourquoi nous avoua 
mis un point après chaque signe à» dérivation , pour marquer cette 
différence. 

£n comparant terme & ttrm* l'iquation ^7) arec- oeil» (6) « ob 
•n tire les yaleurs suivantes : 

(8) ^=*a, J,=D.fat Jt = ~D*.fe, ^,=i;D?.^,..- 
et par conséquent 

(9) fa^A , v.fa=At i D*.*w=a^, f D*.ftf=6^, ,..".., • 

€. Remartjue. Nous avons démontré , dans la remarque du o.** 2* 
cju'on a - -'-' ' -"'■ 



1 , eu général , 


' ^^*~ jir ! °" ^ ^'*°*' •''"^ 


D.»f.= — — ., 


„..,f.-^r'-»--"-^.--i 


„..= ^, 


,,..,.=2^,...^=^^ 



Or , d'apr&s les règles ordinaires de la différeotiation dea fonctions 
àe fonctions , on des fonctions de variables qu sont elles-mêmes 
fonctions de la variable principale-, on a 

<U ~ df* 'd» ' .^ 



df. • d»» ■*" (dIW)« 'U«/ • 



en mettant a au lien de f< 
d(»<i> _ d(»a) do 
d« da ' d« * 

il*» ^ d« 



d4 * d«« "*■ da* ' l d* y ' 
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Fusant donc nx notations d^ratires , en supprimant Id Aéavai* 

Dateurs , nous aoroos 



Le développement de ces deux ptemiire» dërîvées laffit pour 
expliquer la difTërence qui existe entre les dérîrëcs sans point et 
celles qui sont suÏTÎes d'un point : entre Dfd, D'fa , ... et D.ftf , D'.fa,^ 
Ijts premtèreB sont les dérÏTées de fa , en supposant Dd= i , DV=o f 
D*a=!so,,.., et les autres sont les dëriTëes de fa, en supposant que 
« est fonction de * , que ses dcrivëes successives sont Da , D*ia , D*tf , «■ 
et qu'elles ne sont pas toutes égales i zëro En un mot * les dérivëo 
sans point > Hfa , D'^a, ...». sont. les coefficïcns du développement de 
f'a+f) et les dérivées suivies d'un point jy.POt D^.ia,,.., sont les 
coelHciens du développement de f(a-^Dajf+^D*a^*'+'\li^a^^+„.) 

7. En exécutant , d'après la remarque précédente , les opérations 
tndîqaëes par les dérivées suivies d'un point , on obtient pour les 
six premières, en suivant les règles ordinaires de la diffétentîatlon» 
lorsqu'auciine £fféret>tieUe n'est constante ; 

B>.^a=IlfaJ)*a-|-n>^,I)«> ^ 

l>t.^=j>fa.D*a-fn*^[4naD)«4-3<n*al>]-4-n)fs.€na>B^»4-D^^'I>'* r 
V>fa=a>^.t>V-f>D'fa<SiMiOia-{-ioD*4BT«)-|-pi4ki[l<a)al>)a+i50B(l>*(il*J 
4-D4fa.iei>a)D>«-fni^j>af , 
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et ainïi de suite. 

En substituant ces valeurs dans les équations (8) , et remplaçant ^ 
les dérivées de a par leurs valeurs (3) , on obtient 

A —ça , 

H-n^V 4^1'^ i+"^'''>*'' »*)"*" rhi>^*^-5oi*a, +,-77 tt*^jïi' » 

et ainsi de suite. 

Nous Toic! donc parvenus an développement complet des sepC 
premiers termes dé la série (6) , qui est l'objet fondamental da calcul 
des dérivations , sans supposer autre cbose que le théorème de' 
Taylor , et les règles ordinaires de la diiTérentîation. En examinant 
de prè» la composition successive de ces termes , on en conclut 
aisément la règle pratique suivante , pour de'dutre immédiatement 
un terme quelconque de celui qui le précède. 



lŒGLK FONDAMEnTALE. 



8. Pour déduire U développement de A„^., de celui de A^^Iet 
htirea étant disposées d'après leur ordre de succession ; 

1.* Oa ne fer» varier ^ dans chaque terme , que la dernier» 
Tom, VL 10 
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ietire ou sa puhsance » en suivant Us ri^es ordinaires de la dij^i- 
reniiation , et en mettant simplement a, pour Da , a, pour Da, , a, 
pour Da, ,...., sans autre coefficient que fanité ; 

2.' On fera varier de plus ( ^après les mêmes règles de la diffé- 
rentiation ) t avant-dernière lettre , sa puissance ou sa fonction , 
si elle se trouve être la lettre qui , dans l'ordre numérique des 
indices , précède immédiatement la dernière du terme ; et comme 
la puissance de la dernière lettre augmente alors d'une unité, on 
divisera par son exposant ainsi augmenté. 

Pour faire une application de cette règle , et pour mteui en 
faire comprendre ['usage , nous allons déduire 1« déTeloppemeat d« 
^i de celui de À^ [ formules (to) ]. 

Le premier terme Dfa.a^ donne , d'après U première partie de 
la règle, qui seule y estappncabIe,Df<j<Jt. Le second terme \^'fa(3a,a^ 
+2tf,tf,) donne 7D**i/(2fl,tf,+o,ff,'H-<7,'), dont les deux premiers 
termes sont dus k la première partie de la règle , et le dernier 
i la seconde partie. Le troisième terme ^D^#d(3tft*0,'4-3tf,4j,-*) donne 
;D'f<j(30, '0^+3.30,0,01+04^), dont '^ àtia premiers termes d'après 
la première partie de la règle et le dernier d'après la seconde. Le 
quatrième terme ■~T)*^a.4at*a, donne ~:ti*fa(4'^,'a^-\-~-a,*a^') , 
dont le premier terme d'après ta première partie de la règle et te suivant 
d'après la seconde, EnBn, te terme 77;D*#0.0,* donne ;7;D*#0.50,*0, , 
d'après la première partie de la règle et ^;D*fa^,* , d'après la 
féconde. £□ rassemblant tous ces dlifërens termes , on obtient exac- 
tement le déreloppement de ^e , tel que noua l'avons donntf 
{ formules (lo) ]. 

On voit , d'après cet exemple , que la règle eet d'une exiïcution 
très-facile , et qu'elle fournit immédiatement les termes succeuifa 
du développement, tout ordonnés et réduits à leur plus simple ex- 
pression , sans qu'on ait , pour ainsi dire , d'autre peine que celle 
de les écrire. Il est vrai que , jusqu'à présent , celte règle n'est qu'une 
conclusion d'induction ; mais nous jious proposons de la démontrer 
dans un des articles suîvans. rïeus téseivons pour le mime article 
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la 1^^ po«r f«rm«r iouiddiaUmaiU un iamt quol^aqot du dëT«« 
loppemeot , indépendammeot da csux qui l» précèd«nL 

9. Remarque 1. On a pu remarquer , en examinaot la composition 
des formules (lo) , que l» sigQç de fonction, aîn^ que les signes 
de dérivation , n'affectent que la première lettre du polynôme dont 
il s'agit d« développer la fonction. ArbogHSt appelU cette piamiiM 
lettre origine de dérivations ou premier terme ât polynôme , et 
toutes les suiyantes quantités polynàmiaîes. 11 résulte de cette obser- 
vation que la compoiition des termes succeaûfa du déreloppetpent , 
eo quentîtia po1yn<ïmiales , reste la même , quelle que soit le fenc- 
Uo» i développer ; et que toute la dlfférepoe » dans le dévelop- 
pement des direrses sortes de fonctions , consiste dans les valeurs 

de» dikivées Dta , n*fa , o'f , qui n'aiFeetent que la prenière 

lettre du polyndme. Ainsi on a , pour («+tf,j+^ •*'+—••)" 

pour /-*--+•.'■+-) 

Df0î=«« , n^fa^sg' , D^fasxe» ; 

pour C«s.(tf+ii,*-W«*'+"") 

et ainsi de suUe , pour d'auttcs formes de fonctions. 

Si le pelynâme sous le signe de fonction était termÎBé , et CODH 
posé de n termes, on aurait 0^=0, tf^^^so , «.-•'•^'^o, >...; il' 
suffirait done alors de rejeter . dans les formules (10} , tous les 
tenBe* oà il entrerait, comme facteur, une des quantités polynd- 
miales dont l'indiee serait sopéneur à »— i ( et, dans l'application 
de la rijle du ■.' précédent , on s'arrêterait , dans chaque coefficient 
an. tema a/TecU de ««_(. 

10. Remarque IL L'inspection des termes snccessifs (10) da 
déTeloppenant A^l'éi^u^àaa (6) fait Ml^aunt d^unir la loi icr 
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marquaWe qui y rigne. Elle consiste en ce qu/ii^s Mt compoié de 
n termes , formés des dérivées successWes 

jypa V^fa I)'*» D"^ 

I * i.a ' i.a.3 ' 1.2.3...JI ' 

dont les coefficiens se composent de la manière suivante : i/ le 

coefEcient de — ; — ■ est composé de tous les produits de r lettres 

qu'on peut former avec les quantités polynûmiales û,, û^ , a^ ,■...«« * 
de manière que la somme des Indices de chaque produit soit a : 
chaque lettre étant supposée écrite autant de fols qu'il y a d'unité» 
dans son exposant; a.** les coeniclens nunicriques de chaque pro- 
duit îtidlquenl le nombre de permutations dont les lettres de ce 

produit sont susceptibles. Ainsi , le coefficient de — ^ dans ^t est 

compose des trois produits 30,tf,a4-4-2.3a,Oi0, -^0,0,0, , qui soni 
les seuls qu'on peut former avec trois lettres » de manière que la 
somme des indices dans chacun soit égale i 6 : leurs coefficietis 
numériques Indiquent., comme on volt , le nombre des permutations 
dont les lettres qui les composent sont susceptibles. 

Celte remarque, traduite en deux règles pratiques, Tune relative 
î la formation des groupes de lettres , et l'autre relative 1 celle 
des coelHciens numériques, d'après la théorie des combinaisons» 
constitue YAneiisê combinatoirt des géomètres allemands. 

II. Si , aa lieu de la fonction d'un polynôme ^{a-\-a,x-\-a^x*-\-...) 
on avait à développer Is fonction ^{«H~') d'une fonction de binôme ^ 
il sufKralt , d'après le n.° 5 , de substituer , dans les cquatlons (10), 
ou dans les résultats cU>lenus par la règle du u." 8, pour les quan- 
tités polynômiales d , 0, , a, , 0, ,...., leurs valeur» (2}. 

: £nfin « si l'on avait i développer la fonction d'une fonction de 
polynôme i^(«H-0iX-|-0jX'H-0|j'+ ....), on aurait, d'après 1* 
nème n.^ 5 , 
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tt il suffirait de substituer, dans les équations (10) « ou dans les 
résultats obtenus par la ràgle du n." 8 , pour les quantités poly- 
nftnniales a, ff, , a, , n, ,.... les dérivées correspondantes ça,Ji.*af 
f D'.fn , în'.fa , .». , qui doivent être ellcs-mâmes développées selon les 
règles du n.** 8. 

11 serait même aisé, dans ce cas , d'obtenir immédiatement le 
développement de la fonction proposée ; car , en mettant dans réqui<- 
tion (7) 'i'p à la place de ^, on obtiendrait 

et an moyen d'une légère extension donnée à la règle du d.* 8 > 
on trouverait 

et ainsi de suite, 

JLp .d4v9Jpp{)emenC .pr^é^Icnf é^uîvvHt à .celui d'^nefonctîoq triple 
d'u^ bîaâipe< 'fff(ir4^^' £a p^^x^^q^r avoir le dévelopjfiipeifl.^e 
cette fonction triple , il suifit d* -fubftitMer, d^ns les foimules pré- 
c^derttes,, pqur «,«,.} a.} a,-«i..,., la; ,vAlc;ur& (3) f en Xiwçlipn- 

de -. 

Nous ne pousserons pa» plus lohi ces observaty)iis , sur le . «J^vv^ 
loppement des fonctions multiples ■, ce que nous veponj 4c ^ire 
sufRt pour faire apercevoir la possibilité ^e cette extension , au moven 
du calcul des dérivations. ' ^ 

13. Jusqu'à présent noui n'avons considéré que-Iei fonctiens il'nn 
seul polyDdme, et nous avonr çomplilement réisoln le pi«!|Ièmo 4*' 
leur .d^yeloppemjeqt, sjiccçssïf :. il 00ji« v^Iervt. içainjepanÇ \ ^é^o^dre 
laméiqe question,. pour le», ios^lions de plusieurs poI}i|ndmes, ^nsi 
7>^. PPV'' celîe». d^f 'poiyp4ine|jt,& double, sa à triple ei^ti^e-; d^ais 
le» limites que- nou» svoiu d6 prescrire i cet écrit, ne nous |>er> 
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mettent pas d'entrer dans cet détails ; nous nsas cooteoterons d'>-. 
jouter encore te dévetoppemant des produit* de deux polyuâgoet 
et de deux fonctions dte polynômes , parce que nous en aurDUf beMÎQ 
pour la théorie du retour des suites. 

Proposons-nous d'abord de développer le produit 

(il) («+i.^-+^.*'+«,*'+-.)x(*4*,*H-i.**+*,*»+„..) 
•n une série de U forma 

En effectuant la muliiplicatioo , par U proctfd^ ordinaire, oo obtient 
' J ^at . 



(") 



oà la loi est évidente. 

D'après le n.* 3, le problème peut ae mettre «oa* la fonnc 
<i3) («+b«jH-I »^-»M- J iU<.jrH—)X(H-D».H-{»^'*H-j o**'*H^-) 

En substituant donc , dans tes équations (la) » pour 0, , «, , « , ; 

^t»^tt ^1 > "•• l^ura valeurs en dërÎTéea de « et de > , d'apria la 
n.* 3 * on obtient 
■ ^ =fl* . 

Lrf,= ;D'Cj*)-=«'rï>'*+D#4îlH-îI>*»i • 

(s4X -rf,'=jD'(o*)=*îi)'H"J>«-;D**+îo*«J»H-ïï>*'''* » 
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tik.a et t ( d'»près les a.^' 3 et 4 ) ''^^ «uppos^i ^re respeo-- 
tÎTemeiU fbnelîoDS â« deux quantités arbitraires • et i> , dont les 
diirirées sent D«=si , D*«=o , ..», D^==ii , DV — o,.... - 

De la comparaison desfonaules (12) et(l4)^5uUe la nè^e pratique 
suîvuiie : 

HÈGLE, 

Pour dMiarg A^^ , A A. £ formules ( 1 2) ] , i ." b* faittt varier , 
dans cAtfue terme . çue b et ses dérifées , en icrivaat b, pour , 
cb , b, pour obi , b, pour Db, ,....; 2.* flWn/ h dernier terme 
seulement , ^m contient la plus haute âiririe de h, faites varier 
eette dérîpéet en écrivant a,^, pour !»„. 

i3. Soit maintenant i développer le produit de deux fonctÎMit 
de polynômes 

D'eprès te n,* 5 , cette équation peut être mise son» ^la fmne 

qui, dtant comparée Scelle (i3) , fait voir qu'il su JBt de remplacer, 
dans celle-ci , a par fa , b par ^b .et les si|;nes 'de dëriTatien 
«ans points par des signes de dëmation avec points ; on aura donc, 
d'après le même n.* 5> les équations analogues j| celles (i4).iC*est- 
à'dire , 
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où chaque dérivée ie^a et de ^6 doit £tre d^vdopp^e cemme le» 
é4]uatioii& (lo) i c'cst-&-dire » d'après la- règle du n.* 6. Les formule* 
pnic^deiiles contîenaeiit donc , au fond , tout ce qu'il faut pour la 
solution complète de la qiieslinn ; mais , pour ne rïco laisser & 
désirer, nous allons en déduire les moyens d'exécuter immédiatemeut 
le déTeloppement complet de ces formules. 

i4- £n exëcutant tes dérivations indiquées , au moyen de la rigle 8, 
effectuant les niuttîplications , et ordonnant le tout par rapport aas. 
exposans des déritées , on obtient' 

-|-;|^a*Wnï'i*/- -. . : ■ 
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-HDVai>'^i('3i'*iH-3a,V»*0 H-ïdVû ;d*'*'*,'ï,'3,' 

«t ainsi de suite. 

Eo examinant la composition successive de ces coefHriens , on en, 
conclut la règle prati<),ue suivante, pour dcduiFe itnmédiateinent un 
eo«Œcieut quelconque 4e celui qui le précéder 

B È C L E. 

i5. Pear ièàmre h développement de A„^,, êe cehi Je K^: les 
dèrivérs des fonctions étant disposée* en colonnes , d'après le$ 
dimensions de leurs exposons , et les lettres ^aprés leur ordre d^ 
accession ; ^ 

j.* On ne fera vfrier., dans chaque terme de ehû^ue colonne g 
^mÎ les contiens composés des quantités pulynàmiales a», a,,»^,..., 
fci > ,ï>« * ï'r ' ■— » d'après la règle dv n," 8 } en observant , pour 
tfux ^vi contiennent à la fois des a fi des h ^ de ne faire warîer d'abord 
fue les h , et ensuite les « , maijS dans le dernier terme seulemeaf 
de' chaque co^J^eieni, 

'^.* On fera varier de plus , jnais dans la dernière cc^onne satf 
lement , la fonction '^h , dans tous les termes ; et , comme Ift, 
puissance de b, augmente alors d'une unité ^ on divisera par son 
expofont ainsi çùgme.nti ; 

3.* Enfin , on fera encore varier y mais dans le dernier terme 
^ 'la dernière colonne eeulemeni , la fotieiien ^\ et , comme la 
puissael£ê de a, avgmwie ttlfifs ^ua* .unfié , pu dosera par fom 
expi'eant ainsi augmenté, 

DMuions. dofi- ext-ntpifs in rbacone des IToi» partie» de celte rigfcv 
- %." Le «^oefficicat ^';D'faJ>fj, dans J^-, est tf»'*,+3fl'rf,*^ 
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Pour en déduire celui du même terme dans j4t , je fais d'aLord 
rarier les à, ce qui donne 0,*£,4~^^i''i^i l faisant ensuite varier 
les a dans le dernier terme za,atb, , on a , d'après la première partie 
da la règle du n." 8, aa,tf,3, et d'après la seconde partie de cetts 
règle 0,*^,. Rassemblant tous ces termes , on a le coeiRcient de 
jD'ftf.^i dans j4f , 

2.** En appliquant la seconde partie de la rigle ci-dessus aux 
cinq termes de la dernière colonne de j4^ , on obtient les cin^ 
premiers termes de la dernière colonne de jI^ ; 

Z." Enfin , en appliquant la troisième partie de la règle cî-dessus 
au dernier terme -^D^faMui,* de la dernière colonne de j4^ , on 
obtient le dernier terme 7^; D^^aiV-J-^ii* de la dernière colonne de //,. 

Cette règle est encore d'une exécution très-facile , et si espédi- 
tire qu'on peut écrire de suite , et sans s'arr£ter , les termes suc- 
cessifs du développement. Elle n'est, jusqu'à présent, de même que 
cdle du D." 8 , qu'une conclusion d'induction ; mais nous la démon- 
trerons complètement dans la suite , et nous donnerons aussi une 
règle très-simple , pour écrire immédiatement un terme quelconque 
du déreloppement , indépendamment de ceux qui le précèdent. 

l€. Remarqué I. En examinant la composition des termes suc- 
cessifs (i6) du développement de l'équation (i5) , on découvre U 
loi remarquable suivante qui y règne. Le terme général ^^ est 
composé de n colonnes ^ ordonnées selon les dimensions des expo- 
ams des dérivées de fa et ^j , de mfuiière que la m.*" colonnf 
comient les m+i termes 

Chacun de^es termes a pour coefficient uns fonction des quantités 
polyn^miaks 0, , a^t 0, ,..*■» 3, , ^, , if ,..•. dont voici la for- 

mationren dQppûsantr+js/n.Ie coefficient du terme . est 

•omposë de tons les produits de m lettres , dont on nombre r dM 
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qaanlît^ polynâmiales ea a et un oombre h des quantités polynô- 
xniales en 3 , de maDÎère que la somme de tous les indices de 
cliaque produit soit ëgale & n. Quant aux cociHciens numériques 
de chaque produit , on les obtient en multipliant l'un par l'autre 
le nombre qui indique celui des pennutations qu'on peut faire , 
entre les quantités polynômiales en <J , et le nombre qui indique 
celui des permutions qu'on peut faire entre les quantités polynô- 
mialei en h. 
Ainsi, le coefficient de ;D»fJ.;D'+i, dans ^, est ^. - 

3«/3.*.'H-3*ï,'i,»i,H-6a,«,J,'i,+3fl.a, *.*+".•*.' i c'esi^^ire , 

I.- 3«,fl,Ji8,»,+3«,o,J,j,J,+a.3tfi(»,6i6,*,+M,«,*i*,ii-|-fl»oi*i*»*i * 

qui contient en efiet tous les produits posûbles de deux quantités 
polynômiales en a et de trois en b y de manière que la somme de* 
indices soît égale à 7 ; et qui a des eoefiieieBS oumériques qui 
tuÎTent la loi que nous venons d'indiquer. 

On pourrait donc , au moyen de cette loi , qol est d'ailleurs la 
même pour une fonction quelconque de deux polyndmcs inde'pen- 
dans , fonner immédiatement un terme quelconque da développe-, 
ment , par ta théorie des combinaisons ; ce qui donnerait une ex- 
tension' considérable à l'analise combinatoîre de Hindenborg •, mais 
le moyen que nous donnerons par la aaïte sera 4 la £oi* plus sîniple ^ 
plus direct et plps analitîqne. 

On remarquera sans doute que la simplicité de l'^oncë de cetta 
loi , ainsi que de celle du n.^ 10 , n'est due qu'au choix qua 
nous avons fait d'indices numériques , pour représenier les quaa- 
tités polynômiales ; elle n'aurait pu s'énoncer que trèa-difficilement « 
avec les lettres dans l'ordre alphabétique , employées par Ârbogait 
et Hiodenburg. Ces lettres à indices ont encore l'avantage d'indiquer ; 
de la manière la ploa caractériatique , teurs relations avec les dérivéet 

4» picinier teisM da polyadme , puUqn'on a gèiéralcment tf.s — — : 
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Unt il est vrai que souvent le plus léger changeni^nt cî.ins les Do- 
tations peut aVoîr l'influence la plus heureuse sur l'S irmllirxîi'i. 

17. Remarque II. La théorie que nous vcnoiii d rx[".-.L'r , cna- 
tient tout ce qui est nécessaire pour le dt vtli'|ipriiK.nt ccnipUt des 
fonctions d'un polynôme , et même , à la rigueur, pour celui d'une 
fonction quelconque de deux polynômes iiideperidans ; car il suffi- 
rait , pour le développement de f (/i+a,x+<7 ,«•+,.. , h+è,x+l , j '+...) , 
de remplacer , dans les formules (18; , les [iruduiis tels que 

. pat les dérivées partielles du m^me ordre de f'<7 , *). 

I.a^j- l.a..j r ■ > * ' 

Hais -, nous allons enc/ire rmisager celte tï)('crte sous un autr* 
point de vue, qui nous farililera singulièrement Vcxposit'on de ct-il« 
du retour des fonctions et des séries , i laquelle nous nous propo- 
sons de consacrer l'article II. 
j8. On a , par le n.* 1 . 

(«9) rc«+r)==^«+Dft'.r+7D'*»-r'+iD»#tf.y'+,.. 

Si Ton suppose 

«Ù l4s coeffi(<i«ns «Ti » <r, ». tf, ,-.. repréarnlmt des quantités qaeU 
ei>liqii0S et indépendantes-, et qu'on substitue celle valeur de f dans 
Héquaiioii (19), son pr'>nier membre se transformera en «cluï de 
Kéqi)ali«Hi <7^ } «n -aura <kine 

Ces deox dtéreloppemens ne UifFèrent l'un de l'autre qu'en ce que; 
dans les dériv))ea du premier , on suppose Dfl^i , D'tf = o , D*tfï=o,..., 
él dans -celle du jfoond -^ Ttas^a, , D'à- 3tf, , D^a^Ga. , ..» Xa 
wikntère de déduire les dtïrivécii suivies d'an po'int de celles sao» 
|>oltrt é été 'exposée aux ti.*« 7 et 8. 
: X^i3*»^.W<l (^0 hmk A>Bç lo faafma ^e pkaain cette ^e«- 
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tîon : y ëlant une foiiclion donnée de jr , ou un polynôme en s; 

développer , selon les puissances de jr « une fonction quelconque 
f'fl+j') ï En efFet , d'après le n." 3 , l'équalîon (20) peiit être 
mise eous-la furme 

«t l'on a 

(a3) «, = f* , tf,=Df» , «,=70'i» , -J^=;D'f- ,.*■•«; 

e'est-à-dlre > que a, doit être considéré comme un premier terme 
de polynôme. 

En substituant ces valeurs dans l'ëquation (21), on o1>tîent 

= fa+D.f fif.*+;D'.*<ï.**+iD'.ftf.*'+...* ; 

eiï T dans 1» dérelopperoenl du dentier membre , qu'on exécute 
d'après la règle du n.° 8, il faut substituer^ pour 0^, a, , 0,,«.» 
leurs valeurs- (23)- 

19. Si, dans la qaestioa du n.*^ précédent ^ la valeur de y était 
donnée par l'équation suirante ; 

(25) y=,^f(.+^) 

qui » d*après le n.* 5 , devient 

(36) y = J^(+fH-D'''f--*+7D'.4'f-^'+;D*>f-.«*+.-.) ; ^ 

il faudrait faire ^daus le développement du dernier membre de 
l'équation (24) ^ 

(37) «i— +f« , a^^XiM*T a^i="-fi*Mmy fl^=^D*,'l'f«,,.-ï 
Htais > conformément aux principes des n."* 5 et 6 ^ ces demièret 
dérivées doivent élre suivies d'un point , «t -développées- d'après Iv 
n." 7. 

30. SI l'on avait \ développer r selbn les- puîssancts de j; » .î« 
ftmetioft yaH--^);» t. étanC donné- par l'équationi 
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(28) z=xr^fi+y) ; 

et y par l'ëquatioa (22) ; on aurait 

=:^a+*4'(^+f-.:tH-0f..Jr»+lD'f<i^'+....)} 
= ff<ï4-D.^(ï,:r+7D'.tfl.J;*+;0^f«lH-. M. ; 
mais ici , dans le développement des àénv^ du dernier membre , 

il faudrait remplacer a, , ff, , <i| , .... par +* , D 4";* , 70'.+,*, 

en observant de mettre , dans le développement de ces dernières 
dérivées , £>* i la place de D^ , Df« à la place de jD'fi , ^D'f' k la 
place de ^D^^ ; et ainsi de suite. 

On pourrait aisément pousser plus loin ces substitutions de fonc- 
tions^ dans les fonctions , ou de séries duns les séries ; et l'on voit 
que le principe de leur développement par les df'r rations est simple 
et uniforme: il ne reste que la complication des résultats , qui jest 
Îii3xérente~ k la chose même. 

Article IL 

J}éveîoj}pement des fondions selon les puissances d'une 
Jonction quelconque de la variable ^ ou retour des 
Jonctions et des séries, 

31. Depuis le n.° 18 de l'article précédent, nous nous somme* 
occupes de la question suivante : le développement d'une fonctioa 
quelconque , selon les puissances d'une fonction donnée de la va- 
riable principale , étant supposé connu ', en déduire le développement 
«elon les puissances de la variable principale ? Dans cet article , 
■ous ajloos résoudre U question inverse ^ savoir : le développement 
d'une fonction quelconque , selon les puissances de la variable pri|i« 
eipale , étant donné , ainsi que la relati<m entre' cette varipblç et 
ime autre fonction ; en déduire le développement selon Ici'puii-i 
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tances de cette dernière ionction ? Cette question contient le pro- 
Ltènie gtînëral du retour des fonctions et das séries. 
23. Proposons-nous de transformer le polyndme 

(3o) J-{-À,:r+J,x''i-AjX^+.,... ; 

procédant selon les puissances de la variable principale ;r ^ en un 
polynôme . 

(3.) s-i^B.r+B.r'+By-i-.... 

procédant selon les puissances de y ^ dont la valeur est supposée 
donnée par l'équation (so) 

En comparant le polynôme (3o) arec l'équation (21) , et Is po- 
lynôme (3i) avec l'équation (19) * on obtient 

(3a) ^=]pfl , .,<,=D.f<i,, ^,s=;D'.4« , i/(,=;D'.fa,— ; 
(33) 5=#a , 5,— D 9a , B,=^^D* ^a , P, =;d' fa ,, 

Ici , ce sont les dérivées suivies d'un point quï sont données Immé- 
diatement ; et la question se réduit à en déduire celles sans points. 
On pourrait la résoudre en tirant les valeurs de £es dernières des 
équations (10), par des éliminations successives; mais, outre que 
ce moyen serait trop long, il est peu propre à faire découvrir la 
loi qui y règne : il est bien plus simple de les former immédiate- 
ment de la manière suivante. 

On a, d'après les n.*" 6 et 7 ,.D.f<j=D^.ff, . et par conséquent 
Iifa=u,'''D.f(i ; donc , en répétant l'opération indiquée par cett* 
équation , on obtient 

\ n'faz=D(D*fd)=±ff,"'D.[a,"*'D.(fl,"'0.#fl)] ; 
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mais ici U faut oLserrer qu& la manière dont nous sommes panrenat 
à ces relations suppose que â, est un second terme de polynôme ^ 
c'csl-à-dire que ,. d'après le n.** i , on a 

■ > 1 . » I * t » i.a..Ji ' 

«t par consërjuent 

ainsi , dans le dévcluppcment des seconds membres des équations (34) t 
il faudra substituer pour les dérivées de a^ leurs valeurs précédentes. 
Mais si r conformément au d.*^ i8 , on veut considérer a^ comma 
premier terme de polynôme , on a 

fl,=Da. , a.=^{D*a. , a.=\v*a. , ff.= D*~*tf, ; 

en substituant ces valeurs dans les dcveloppemens des équations (3^, 
ce qui retient à y écrire zoa^ pour Dd, , So'a, pour D'tf, * 4i>*^i 
pour-D^j, ,...., «D**"*tf, pour !>■■"'«( , on pourra mettre ces équa- 
tions sous la forme suivante : 

(35) ( D*f«=o'.(*,"»D.f(i) , 



En substituant ces valeurs dans les équations (33) ^ et remplaçant 
fa par A, ou. obtient enfin 

Bt=îii.(a,-*D.A) y 
(36) ( £^=îdMo.-»d«^) ^ 



['^^^^^'^'^'^''"'■^r 

vAf 
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ou t d'âpre l'obserTation du n.** i8 , et d'après l'obserratLon pré'- 
eédeote , a, doit être considéré comme un premier terme de polynôme. 

a5. Si l'on fait attention que l'équation (zo) peut être mise son» 
la forme (33) , et que le polyndnie (3^)» d'après le n.* 3 , peut 
rtprésenter une fonction quelcontjue f'B-^r) ; le problème du n.** 
précédent fournit la solutloR de la question suivante : étant donnée 
la relation y=j;f(«-f-:E) , développer la fonction quelconque p[b^x) 
suivant les puissances de y. 

D'après cela, sî l'on substitue , dans le polyndme (3i), les va- 
leurs (36) r et dans celle-ci pour A et a, leurs riUeurs fi et f«, 
on aura 

(3?) fCi+j:)=B+F.r+^.r'H-5,r'+-. 

=f*+(f-)-D.#3.r+fD.{Cf«)-'D.#^};^-HD».{(f-)-»D.f%'4-.„ 

•Il Von peut supprimer , si l'on veut , les points qui suivent les 
signes de dérivation qui aHecteot fè; car, dans la bindine i-k-x,, 
en a D&=iv et par conséquent n.fb^atb. 

On aurait de même y dans la même hypothèse , 

(38) f(3+*,«+i,«'-t-*,«*+..0=fi+^.r+-ff.r*+-ffiy+.- 

= fi-l-(f.)-'D.«*.7+;D.Î(f-)"«D-#%'-f^DV{(r.)-lD.^}yJ+.... 

mais ici les points , après tous les signes de dérivation , sont in- 
dispeniables , car on a Dh=b, * 0*^—2/', , d^^ = 6^, ,...., et par 

conséquent ii.fi^Dfh.it * 

On aurait encore » de la mcme manière y et pour la même va- 
leur de y , 

09) +«H-«)==4'*«+(f-)"'i>-4-*S-^+H('-)~''>-'^%M-ii(''«>-'i).'ï^**Îj'M--., 
011 le5 points , après les signes de dérivation soltt encore nécessaires : 
parce qu'oa a v.H'fb—v-^f^i.Dfb. 

24> Si , dans la question du n.* .précédent , la valeur de y était 
donnée par l'équation (sS) 

y=î*+f(*+*), 
Témé FL 14, 
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M faudrait substituer, dans les ëquarîons (36), pour tf, »û Taleac 
H» , conformément au n." 19 ; ce qui donnerait , d'après l'obserTatioa 
faite sur l'équation (Sy) 

Dans le cas particulier où 4- représente la puissance — i , l'équa-» 
tton (25) devient 

et alors l'ëquatîon (4o) se change en 

On aurait de même» pour la râleur de f (^S) * 

(43) r#(H«)=F*«f(+f-)'-'D.FfJ,y+jD.î(';'f«)-»D.Ff*}r'-Hi'*-{<+M-'D-F**(r*fr' 

où la même observation n'a Heu qu'après l'équation (3g). 

35. Proposons-nous enfin de rvsoudre la question suivante : tftaDjt 
données les relations 

(44) y=xl(^s). z=j,*(A+y), 

dtÇvelopper la fonction f(i-\-x) selon les puissances de 2 > sans jr 
ni y. 

En comparant les solulions des n.**' pr^^dens avec la question 
du n." 20 , dont celle-ci est l'inverse , on obtient immédiatement 

en observant seulement de mettre , dans le développemeat des' dé-> 
rivées de ^^ , f« pour d^ . dU pour fn'j) , fo'f* pour ;d'^ , et 
ainsi de suite, 

£n se conformant ^ celte observation , on aurait de même 

(46) r*(H»)=FfHC+«-'»-F^.«+îi>-ÎC'f'«-»D-l'«*]«H-iD'-{(^«- ïoJ'ff jrH-* 
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36. Remarque, La question irailëe au n.** précédent est une es- 
pèce de retour double : on pourrait en former de pareilles sur de» 
retours triples, quadruples, etc. : !e principe de leurs solutions se 
déduit aisément de celle du n." précédent ; et leur déreloppement 
par les dérivations s'exécuterait anss^ ~{acî)emeot que leur complication 
naturelle peut le permettre^ 

27. Depuis le commencémint de cet article , noos n'avons fait 
qu'établir les- formules générales du retour des fonctions et des 
séries ; occupons-nous maintenant de leur développement complet 
et eiTectif. Reprenons » à'cet effet, les problèmes du n," 33 , et 
proposoas>nons de développer complètement les coefiBciens successifs 
B, B,, B^, B : de l'équation (38). 

Comme nous avons tu, aux n.** 18 et 32 . que «^ devait étr« 
considéré comme un premier terme de ^lyndme , dans l'équalion 
(20) ou (22) , et que d'ailleurs les quantités 0, , a , , tf , , ... peu- 
vent être quelconques ; nous les remplacerons par £ > f ■ 1 c« > C| > •••. i 
aGn de conserver la régularité dans les ^^T^oppo^Q' i ainsi , l'é- 
quation (ao) ou (32) deviendra 

(47) y==jrfCH-*)=*(r-K.^<r.*'+':,*'+....) 

Au moyen de cette observation , le problème eo question se réduit 
À développer les termes B l B,, B^ , Bj ».... des équations (36), 
en y substituant r à la place de Og , et de f^ à la place de ^^ ; 
ce qui donne 
(48) lB,:=C~*D.9h , aff,=».(£*»D.i>J), 3J?,=;D*-<^"*I>>3)..- 

En comparant ces termes avec la fbnnnle (17) , on .voit aîsémeni 
que' leur développenjcnt doit s'exécuter par'la même règle, en 
observant cepeud^ant qu'ici la fonction fus tat remplacée par un« 
puissance négative de £ , dtHit l'exposant est égal i l'iiidice du terme } 
fit que la fonction ^3 est remplacée par D,fè. Avec cette a'ttention ,' '. 
on aura, en suivant la règle du n.* i5, les développenieiu soi* 
Tififit, analogues i eeux (tS) .' 
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s=ti ; 

3«,=«-'.DfW,-l-C-'.DI)»*.2i,*,+<:-"-^^^'.*,' 

a 

<B.=«-«.pM.i,+«-'.»i>»»(=i.»,+J.'H<-«.ÎY^.3*.-*. 

.+>>('" *>«W ,+<•,* ,+<: , J,+d(c- «).DI)»(3<-, J ,-h ^,- 



. Dti(ft*i,+a<^,^,) 



(49) 






i tiD^..;,»*," 



-Bf*.e.'», 



•)ff,=.->,,«W,+<:-'.D,M;.},«,-(-l}.i, >+<:->. lîî:.(3i.'i,+3*A") 

ti<t-'>«(^A-K.«,>kA+'^.*.>h'(r').ro«.(j<:^,<,+(,J,-+M,*.*,+c,>.-) 



+,.,.^.^.i. 



+u(f- 1) . î^ (3«.*,"+<:.».')+l>(<:- •) .^ .£.*.' 



'4 
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+ïï:::>.„«(^,>j,+3<:.v.j.) -j^^.hd»*^.-*,' 

et ainsi de suite. 

Si l'on effectue les âëriratioDs des puissances nëgatires de r? 
qni ne sont qu'indiquées\ ainsi que celles de nfi , et qu'on ordonn* 
selon les démées de f^ , on obtient 



(5o) 






,-.j.+,î:^.,...,.. 



c-'.b, 









c-J. 

4.5 

<-^* -, I S 

a* 

Tmi ri. 



-f:."-^ 
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-^<:-'(3i,c,c,+*.c,') 
5.6.7,8 



-5c-\i,V,+2i,i,c,+iî,J,c,+J,'<;,) 



a.3.« 



»3,c,' 



+3:^; 



120 

-Sc-'.i,'-c, 



e-\3l,'i,+3i,i.') +4. 
—Se-'(i,'i:,-i-3i,-i,c,) 

et ainsi de suite. 

L'examen de la compo^tîoa successive iti termes fournît encore 
une règle prali^iue , pour déduire un terme quelconque de celui 
qui lé précède. 

RÈGLli. 

a8. Poar déduira h développement de (d+i^B„+| de celui de 
bBb I celui-ci étant ordonné en colonnes , par rapport aux dérivées 
successives de ^b , les termes de chaque colonne , par rapport aux 
puissances de c, ei les quantités pQiyn&miales d'après leur ordre 
de succession ; 

I.* On divisera tous les terthes de nB„ par n ^ on multipliera 
chacun par texposanl de c dans ce terme ( abstraction jaite du 
signe ) , et l'on augmentera cet exposant d'une unité ( aussi obs»- 
traction faite de son signe ) ; 

2." On ne fera varier , dans chaque terme de chaque colotine # 
eue les coejfficiens composés des quantités polynùmiales b, » b, , b, , ..., 
c, , c, » c, ,-.., daprès la règle du n,* 8; en observant , pou^ 
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£iUx çuî contiennent à la fois des b et des c , de ne faire varier Sabord 
que les c , et ensuite les b , i^ais dans le dernier terme seulement 
de chaque coefficient. 

3." On fera varier de plus , mais dans le dernier terme 
seulement de ehaijue colonne , la puissance de c ; et , comme la 
puissance de c, augmente alors d'une unité , on divisera par son 
exposant ainsi augmenté ; 

4-* £n^n , on fera varier ^B , dans le tout dernier terme aeu' 

lement . en mettant (n-t-i) ' ' ' — pour n , et augmentant 

la puissance de b, S une unité. 

Cette règle est analogue à celle du n.* i5 : dsni l'exécution ; 
on n'a pas besoin de faire d'arance la préparation de la première 
partie ; elle peat se faire \ mesure qu'on opère sur chaque terme.- 

39. Au moyen de la régie précédente , on peut écrire de suite 
les termes successifs du développement de l'ëquatïoa (38) tout 
ordonnés et rëdalts à leur plus simple expression. Sî l'on suppose 
^, = 1 , 3, = o» £, = 0,...., on aura le cas de l'équation (37); et 
il n'en résulte d'autre changement à la règle précédente qu'une 
eimplificatlon dans la seconde partie , parce qu'il n'y a plu» que ' 
des quanlite's polynômlales d'une seule espèce ; ainsi , les formules ' 
(5o) deviendront , pour ce cas ( en remplaçant les colonnes par 
des parenthèses ), 

iB,^^h{~^c-^,^^^c'^,^^c,~^^c^^.c.^^^^ 



DigitizedbyCjOOQlC 



9» CALCUL 

M,=Df*[-5."'...+^*-(=c.r.+<.->'4^r-.3^.V.+^^^,'] 

»"♦»/■- . .5-6 . 5.6.7,, A,,»'*»/'-., ,^6-. A 



+4 (_5,-...)+5.— . 



et ainsi de suite. 

Four le dëveloppemcnt de l'ë^aation (89) ; comme on a , d'apris 
le n.* 5 . 

la ligle reste la même ; mai», an lieu 6e fè , ii faut écrire ^p^, 
. ttfh au lieu de bi , jo'fb au lîea de i% , {o^tb au lieu de k^ , et 
aînû d« suite. 

Pour le cas de l'ëquatioa (4o) , comme '<ff<i=^£ , il faudrait; 
en conserraat la m£me règle» mettre partout ^ à la place de r, 
D.'^f fc la place de c, , ^d\-^c à la place de f , « ;d'.V-£ ^ la place 
de £^,^..; en observant <}ue ces dérivées doivent être elles-méme» 
développées selon la règle du n.° 8; que i>.^£=:D^i:.c,=:D'f'f«.Df«,.«, 
et que » dans ces derniers d^veloppeniens , il faut substituer f« pow 
f , Df« pour c, , ;D*f« pour c, , jD^f" pour r, ,»». 

Pour le cas de Féquation (43), il faudrait tenir compte , î la 
fois , des deux observations précédentes , et écrire F^^ pour fb , 
Dpb pour j, ,.«., et +£ pour t, n.'f'c pour f, ,.... 

Mais , pour l'équation (42) , la rè{;le du n.* précédent s'cmpl(»e 
sans la moindre restriction , parce que cette équation ne diffère de 
celle (37) que par le signe des exposans de £ ou f« , dont cette- 
règle est Indépendante. 

Pour le développement de l'équation (45) » il faudrait remplacer 
't '^i » <^t>'— > P^i* "^l^t ^-"^^ > ;i>*<^i> )»M, en observant que Dji=ff 

Enfin g 
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Enfia, pour le dëveloppement de rëquatio» (46) , il faudrait 
tenir compte de robservattoD précédeote , et de plus- mettre Ffj 
pour fà, tt^b pour h, , 70'^^ pour it,-- 

Au moyen de ces obserTations, l'appltcatlon de U rîgle du d.* 
prêchent est géntirale. 

3o. Remarque, En eAectuant les dérivations de Df$ , indiqua 

dans les ëtjuations (49) * on obtient D*f5 , - — , — r- , : nons 

avons proféré, dans les équations (5o) et (5 1) , d'écrire , i la place 

D*4( d'^ I>*fi 
de ces résultats, 2 , ^~r~ ' ^ — T' parce que I>f3, ^D'^J, 

-o^fè , iiD*^h , .w , sont les coefficiens du développement de ^b^x) , 
et que , par ce moyen , les coefficieos numériques sont mis en éridence : , 
ainsi, pour le problème du n.* aa» on a Df$=^, , it*H^iji^ . 

a ^''i ' — -4'«4. 

Nous avons dëji remarqué ao n.° 27 que , d'apris les n.*' iS 
et 23 , ff, devait être considéré comme premier terme de polynôme , 
et par conséquent comme indépendant de a ', c'est pourpuoî , dès 
le n." ^3 , nous avons remplacé partout cette lettre par h , sous 
les signes de fonction , aBn de ne pas induire en erreur , par une 
prétendue dépendance qui n'existait plus. Cette observation deviendra , 
encore plus claire par la théorie de l'article suivant. 

C'est pour la même raison , et pour conserver la régularité de 
la loi des développemens , que nous avons remplacé , au n.° 27 , . 
le . polynôme «,-4-"»*+'',**+— par celui <:-(-c,*+(r,j*'+-.... Si, 
au n.* 18, nous avons préféré la première de ces deux formes, 
ce n'était que pour mieux faire apercevoir l'ideniilé des dévelop- 
pemens de ^fl+a ,*+«,«'-{-....) et de <>jfl+*(a,-|-fl,:r-|-...)( , el 
pour rendre plus palpable la dépendance mutuelle des coefficîens 
des développemens de f(fl-|-;j') «l dp ?(tf+fl,j:+fl,«'*+.-.) ; dépen- 
dance qui nous a tant simplifié l'exposition de la tbéorie du retouv 
.des suites. On aura remarqué sans doute que la loi de celte dé^ 
Tom.VJ^ n.«/r,i." oeti^re i8i5. 16 
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pendance est la métnt que celle du changement if U Tlriab^ 
principale , daos la dUIéreatialioa d'une fonctïoa de deux raria^lea. 

Article III. 

Démonstration des règles de développement , et règlea 
pour écrire immédiatement un terme (juelconijue de» 
deveioppemens , tant dir&^t que dfi retour, 

3i. Les règle» des n.*** 8 , i5 et a8 ne sont (]ue des coneivsîons 
d'induclion , tirc'cs de l'examen de la formation successive des lermes 
d'un développeraent } et , sous ce rapport , elles peurent laisser 
quelque douie sur l'exactitude des résultats qu'elles fournissent. Il 
est d«nc nécessaire de démontrer ces règles , afin que le calcul dea 
dërÏTatioDs soit non seulement un inslrumcnt commode et cxpédkif , 
mais encore sAr et rigoureux. 

Ces,mèmes.règles n'offrent que le moyen de former successivement 
les termes du dtiveloppement > en déduisant chacun de celui qui la 
précède ; de sorte que, pour avoir, par exemple, le vingtième terme 
du développement, il faut calculer auparavant les dix-neuf qui sont 
i sa gauche. Mais souvent on n'a -besoin que d'un terme asses 
éloigné de l'origine du développement pour que le calcul préalable 
de tous ceux -qui le précèdent exige une perle de temps aussi 
considérable qu'inutile à l'objet qu'on a en vue. 11 est donc essen- 
tiel d'avoir le moyen de former immédiatement un terme quelconque , 
indépendamment de tous ceux qui seraient avant lui. 

Tels sont les deux objets que nous nous proposons de remplir 
dans cet artirle. 

32. Si, dans le polyn<^me ff-f-tf,j+ff ,**■+«,«'•+■...., on suppose 
#, = 0, fl,=o, l'équation (7) deviendra 

maïs , par la supposition que tious venons de faire , on a [ équa- 
tions (3) ] , Dd^tfi, D'«=o , d'0=o ; M qui donne, d'après 
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les n." 6 cl 7, I).*a=DfJ.ff, , D'.»a=:D'*<7.a,* , D*.^fl=D'M.«,*,... 
£d substituant ces valeurs dans l'équation (25), on obtient 

(53) #;tf4-tf^)=fû+D»j^,j:+;b'w.(l,V-f-ipVtf^r***+-— ; 
résultat identique avec celui qu'on aurait obtenu en mettant a,« à 
la place de s dans le théorème de Taylor. 

Supposons maintenant que <t, devienne a^-^a^x : le» puis- 
sances de {h, se changeront en puissances de ai-^-a^x qui , 
étant elles - ménnes des fonctions de bindme , peuvent être dé- 
veloppée» comme les équatioDS (53) et (53) ; maïs , dans 
ce cas , ces fonnales se tertnineront , parce que Da, =4,", 

DVfSO,... donnent, en général, — - ' =(Da,)"=iij,", et D"+*.«,'=o. 

Subitlituant donc » avec cette attenlioD , û^-^^^s pour a^ , dai\a l'é- 
qaation (53) , on obtient 

£d eAcctoanl les dérivations indiquées , d'après les règles ordinaires 
de la dliTëreDliation , et. remplagant Da^ par a^, cette éqnatio)ï 
devient 

"En ordonnant cette équation par rapport aux puissance» de x ., 
en obtient 

(54) ^Cû+o,«-ffl,jt»)==#<i+D4p4iv»:iKD4«-«»-Hi>'4«.«.'i*» 

Si l'on suppose ensuite que i7, devienne a^'-^a^s, leqtîàtroD 
précédente devriindra ^ d'après les mCme» principes , 



vGoosIe 



gS CAL eut 

ou, en effectuant les d^rivatious indlciuéea , mettant tf, poar p«,'« 

et ordonnant par rapport ^ x, 

(55) f(<i-f<i,.-c4-a.i:*44|a:))=^+D«u^,x4-(S^«i44D*^^,*;x*]jB* 

£n comparant les coefHciens des seconda membres des équations 
(53), (5i)) , (55) avec les formules (lo), on voit que les deux 
premiers termes |^Jc l'équation (53) , les trois premiers de (54) el 
les quatre premiers de (55) sont déjà complets. £n continuant ces 
substitutions, on obtiendrait chaque fois un terme complet de plus, 
et l'on arriverait enfin au développement entier de la fonction de 
polynôme pia-^a^x-^a^x'-^-a^s^-^...^. Mais, sans aller plus loin* 
nou» pouvons déjà observer, i.^ qu'on ne lait jamais varier, dans 
chaque terme, qu'une seule lettre ^ la fois, ou ss pui!>sance , et 
que celte lettre est la dernière d.ins l'ordre des indices; car, d'après 
k marche que nous venons de suivre , dwM ces dcreloppemens 
successifs , il est évident que les dernières lettres , dans l'ordre des 
indices , ne proviennent que des variations qu'ont subies les lettres 
précédentes; or, si l'on faisait encore varier cellcf-cï , il en résulterait 
que les mêmes lettres auraient subi plusieurs variations ; ce qui est 
contraire à la marche de ces substitutions successives, où l'on ne 
&it plus Attention aux lettres qui ont déj^ subi une Tariation ; et 
il s'ensuit que , dans chaque terme , on ne doit faire varier que 
k dernière lettre ou sa puissance ; a." que , dans ces variations 
(uccessives , chaque lettre est considérée comme un premier terme 
de potyntime : c'est-i-dire , qu'on écrit 0, pour D0, , a, pour D0,, 
«4 pour Dtf| ,...., sans autre coefficient que l'unité. 

Yoili donc les deux conditions principales de la premï^ partit 
de la règle du n." 8 juslîBées. MkÏs examinons de plus près la 
formation de chaque terme du développement, en supposant qoa 
toutes les substitutions précédentes , su lieu d'être succesuves , soient 
foities k la fois. 
33; Le terme ^«4., , ou le coeMcieat de y^* , daos Je èéxt- 
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loppement de f(tf-|-fl,*H-tf,jr*H-ffj**4-.,„) □« pent éire compote 

' que des trois parties suivantes : 1." du terme corrospondant du dé- 

Teloppcment de fC^i-t-Ji^) > équation (53) , c'est - i - dire , de 

- ~a.*^' , a.* des termes provenant de la substitution de 

a,-t'<'«-* pour <!,, de a,-|-(7,jr pour a,, de fl,+a^3r pour a, , 
et ainsi de suite, dans les dernières lettres (ou leurs puissances) ' 
de chaque terme de j4^', 3.* enBn , de ceux provenant des inémes 
substitutions , dans les puissances des dernières lettres des termes 
de ^K., , ^n~if**«j ^" remontant. Examinons chacune de ces 
trois parties : 

I.* La première partie a toti}oars évidemment lien ; car il faut 
qu'elle subsiste quand a, , a, , û^ ,.... deviennent nuls ; nous verrons 
tout 1 l'heure comment la règle du n." 8 la fournit. 

2." En faisant la subaiitutioa indiquée, dans un terme de ^« de 
la forme^«i*04 , par exemple; on obtient (a ^'(a ^-^ ^à) ^ et il 
en résulte pour J^^t le terme {0,'«, ; ce qui revient à faire va- 
rier «4 de Da^ f et k énrire a, , i \a place de cette dëriviée. Si 
le terme avait été de la forme ia^*a^^ , on aurait obtenu ftf •*(04'-h 
D^4'.*-|-7D*^j'^'+...0 I «t il en serait résulté » pour A""*"* , la 
terme ^a,'Ji.û^^=Hat*a^^*af ; cela revient donc encore à dilTé- 
rencier û^* , d'après lei règles ordinaires, et i écrire tf, jt la place 
de JU)^, C'est ce qui constitue , avec l'observation de la fin du n.* 
précédent, la première pa/Iie de la règle du n.* 8. 

3.' U paraîtrait d'abord que , pour trouver les termes de cette 
troisième paAie , on est obligé de recourir aux termes 00 coeffi- 
eiens antérieurs h celui de A^; maïs on peut s'en dispenser, an 
moyen de l'observation suivante. Sî A^^, doit contenir un terme, 
provenant d'une puissance de quantité polynâmiale , qui a reçu un 
accroisserotnl , A„ contient aussi an terme dft i cotte puissance , 
qui en est la dérivée knmédialemrat inférieure; par>exempl«, li 
. J»^, deit cwtanir ^o*-*/» — ~ a^'s^*. A» contiendra iD*^,«= 
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— ~a^^a^^ : de plus, ces termes, dus aux puissances des quantité» 

polynâmiales , sont toujours alstïs à reconnaître , en ee que les denk 
dernières lettres se suivent , dans l'ordre des indices , et récipro- 
quement ; car, on a évidemment ( ^ étant un cocHicienl numérique 
convenable ) ia^*a^* = ^'^f*(Da^)*^'-D^.a^^. Il ne reste donc que de 
savoir déduire d'un semblable terme dans j1„ son correspondant datis 
^»+i- Soit donc ^a^a^' ce terme dans ^^ ; on a iOx'a^^=i<J,'{j>a^f, 

D«rf ,<•-*-» , . , , D*"*" ' ■• »'+• 

^ ; or, le terme correspondanl dans jI.j.. sera 

l.a...j *^ "■*■' ij — {*+!> 

^—7- D. î=— D.fl- (Du.) = .«i ~'fl/"*"* : ce qui rt- 

vient il différencier l'avant-demière lettre , on sa puissance , \ 
éaixe tf, pour Ddi ^ «t à diviser te récultat par l'exposant de la 
puissance de la dernière lettre , qui se trouve augtneaté d'une unité. 
On ne fait donc autre cbose qu'exécuter la seconde partie de la 
règle du fl.* S. Cette même partie do la règle ,. appliquée Ji 1« 

fonction «d dans le terme ■ ■ - . a," de J^ rournît le terme- 



't"^'« dont nous avons parlé au commencement de ce n.*' 
La règle du n.* 8 est donc parfaiumcnt exacte , et fournit le 

moyen le plus simple pour déduire le développement d'un terme 

A"** de celui du terme A„ qui le précède immédiatement. 

34. Proposons-nous maintenant de développer immédiatement , 

et indépendamment des termes qui précèdent» ua terme quelconque 

"^'^ûTZi *** l'^tt**»*"* (6) «o (7). 

En faisant 

(56) i^=ii,+«,*+«r"+ff «**+-. , 

cette éqoatioa devient» d'après le n.' 3»; équation (53) 

Mais , f étant lut-méme un polynéme ^ ses puissaoeesi sont de* 
i de polyodiDe» quî, d'après le n.» 5 , détiennent. 
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i;'=<,,>+D.a,'.»+tD'rf,'.I»+;D'jI.V+..» 



sa 



oi Ji doit être considéré comme ud premier tepD^.-d? ffilyxt^npi: 
c'est-MicC: , qu'ona D0,=tf, , iD*tf,=*, , îD,'j,=fl. ■ 

Substituant e«s valeurs dans l'équation (5;), on^obtie^t^ 

(Sa) »;<i+<'i*'+^i*'+«i*?-h— )«=2 

ji+^,srH^,x^ +^,x'+ ....... +.rfjr»+i.,: 






^^tt'f •t><'i 



.+D4a* — ^ — r-i" 



. . .-Ho'tt. 



■.«...(n—a). 









d'où l'on tirii.. 



(6o) >.= — ^ mDma..' h-D**g ■■ ■■ 



ou-* en écrivant Mite formulai reboun « 
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I .a.«(n— a) 



0a I>»— ■^1» 

iD*Wl,''-'+...H-70»«ff. ; -+D#tf.- 



Les quantités qui restent i développer, dans celle dernîire formule,' 
M succèdent dans Tordre suirant 

(6a) a.", D^,"-', :D''Oi"~'. 5D'V"*» — , ,, 

Si tous les expoaans de tf| , sons les signes de dérÎTalion , ëtaîeot 
les mimes et égaux )k r , on appliquerait immédiatement , au dérc- 
loppement de ces quantités , la règle du n.* 8 } mais , c«mme Ua 
vont toujours en diminuant , il esl nécessaire , avant tout , de faire 
subir & chaque terme une préparation qui consiste \ diminuer 
l'exposant de a, d'une unité , d'un terme au suivant > et & mo- 
difier en conséquence les coeficiens nnméiîques provenant de ces 
exposans. 

Pour trouver la rigle de cette préparation , observons que les 
dérivées (6a) se développent elles-mêmes selon la formule (6i), 
et qu'on a , en général , 

(63) — ■ — -= .«,'4 — -■: — .0^,'*'+ ! — .ii>'A'^'+.« 

J , . I ^.^^-Dg.*^^^^ — - . 



Or, pour déduire de ce développement celui-de ' 



, et d'appliquer i ce dernier 
la règle du b.* S. A cet effet , on changera , dans tous les termes 
de la formule (63) , s en s— i j mais voyons ce qui en résultera 

peur 



DigitizedbyLjOOQlC 



DES DERIVATIONS loi 

|Kiar un terme quelcooque. On a , d'après les règles ordinaires de 
la di/Férentiation , 



D*^». ""'•"■ _ (wT—0(B—r^a) ■■■■(»— aH-*+i)(n—3r-H> ^ „_,r+*-i 
la..,(r— *) "" 1.3.3...C/-— *) 

Ainsi , pour déduire le développement de de celui de 

*■ — , il saifit de diTiser chaque terme de ce développement par 

n — r , de le multiplier par l'exposant de <J, dans ce terme , et de 
diminuer cet exposant d'une unité ; ce qui fournit la règle pratique 
suivante. 

Règle, 



35. Pour dèâuîre î$ âivdoppemeni de ^ — de celui dg 

" i.a.— (r+i) 

- , divisez ehafue terme de ce dernier développement par 



n— r , midtipliez-le par Tesposant de a, dans ce terme ( en obser" 
vant que , dans les termes sans a, , cet exposant est zéro ) , et 
diminuez son exposant dune unité. Après cette préparation , suivez 
la règle du n." 8. 

Pour donner un exemple de cette règle , nous allons l'appliquer 
au développement de A^ , dans l'équation (6) ou (Sg). Les quantité» 
\ développer , dans ce cas y sont 

a*t Drf.* , îD'^,* , JD*.*,' , nO*.«.' » T.i^^'Oi ' 

La première de cas quantités reste a,*; la dérivée D.tf,> donne Ba,*ag ; 

pour en déduire celle ^D*.a,* , il faut la aviser par 5 , mulliptier 

Tarn, ri, 17 
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par 4i exposant de <J, , et diminuer -cet exposant d'une unitë ;, » 
qiii donne ^^t^a^ • appliquant ensuite la règle du ni* 8. à ce terme 
ainsi préparé , on trouve 4ot'af-\--~-a,*a^', Pour déduire de cette 
dérivée celle ;D'.<ï,' , il faut diviser le tout par 4 . multiplier res- 
pectivement les deux termes par 3 et a , exposans de a, et diminuer 
ces exposans d'une unilé ; ce qui donne 3a,*â,-t-3<T,i7,' : appliquant 
•la règle du n." 8, on obtient 3(7, •fl^-t-a.Soifl, a, -f-a,'. Pour déduire 
de cette dernière celle T^D^.a,*, il faut diviser le tout par 3, mul- 
tiplier les trois termes respectivement par 2 , i, n, exposans dea,, 
et diminuer ces exposans d'une unité; ce qui donne 2<t' (7^-1-2(7,17 : 
appliquant la règle du n." 8, on obtient 3fl,(7,+2(7,(3^+aj». Enfin » 
pour déduire de cette dérivée celle -~D^.a, , il faut diviser tous les 
termes par 2 , les multiplier respectivement par î y o , o , exposans 
de (7, , et diminuer ces exposans d'une unité ; ce qui donne a. , 
dont la dériyée est û^ , d'après la règle du n." 8. En rassemblant 
tous ces termes, et les multipliant par leurs coefTicicns respectifs (6i), 
on aura le développement de ^c, écrit en sens inverse. 

L'énoncé de ce» opérations peut paraître un peu long ; mais leur 
exécution est très-expéditive. Après s'être exercé à calculer quatre 
ou cinq termes , on en a tellement l'habitude qu'il n'en coûte plus, 
pour ainsi dire , que la peine de les écrire. 

36. Remarque. La règle précédente donne non seulement le moyen 
d'écrire immédiatement le coefficient d'une puissance quelconque 
de X , dans le développement de f((7+fl,j>ï-fl,x'-i-....) , mais encore 
une partie quelconque de ce coefficient , sans calculer le reste. Ainsi , 

8L l'on demande le coefficient de , dans le développement de 

i.i.,..r ■ * ' 

ÀB=i , l'équation (6 1 ) indiquera que re coefficient est ■. , 

dont le développement peut s'exécuter immédiatement , d'après la 
règle précédente et l'équation (6i). Cette observation peut avoir les 
applications les plus Utiles, dans la théorie des hasards , et dans 
celle de la partition des ilombr«s. Nous avons vu an fi.** io>queIe 
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. t^.Sa d".^ ... 
coemci«ntd« d^i» était composé de tpufl les produits de 

I.X.in >,3.,^.n .' ■ i ) 

r lettres qu'on peut former avec les qoantités polynômîales a, , 
«t t "i )*•••* (^c manière que la somme des indices de chaque 
produit soit égale à ii > et que les coefficiens numériques de chaque 
produit indiquaient le nombre des permutations dont les lettres de 
ces produitsst^nt lausceplibles : nous aurons donc immédiatement tous 
ces produits , avec leurs coefBcîens numériques , en développant la 

dérivée —^ . De plus , le nombre des termes dont ce déve- 

, lA..{n— r) * 

loppement sera composé indiquera de comhie» de manières on peut 

composer . le - nombro n , avec r -nombre , égaux ou inégaux. Ainsi , 

en supposant n^ia , r=8 , on aura , pour le coefficient de 



=ËII'''*''''+rr'<'''-^-"''>+ri''-*(=''-'''-*-.-H--:'-.'''.- 

Ce coeiBcient étant composé de. cinq termes, fait voir que le nombre 
12 peut être formé de cinq manières diflTérentes , par l'addition de huit 
nombres , savoir : i+ïH-i+iH-a+a+a-h^» i+^+H' + i+a-f-a+S, 
i+i+»+iH-»+i+«H-4 , i+i+iH-i+i+i4-3+3 , i+i^i 
+i+ï+t-t-i-i"5 » IftsqueU sont donnés- immédiatement par les 
indices et exposans des lettres des produits, 

37. La règle du d,*^ i5 n'est qu'un corollaire de celle du n,* S 
et de celle du n.** 12, qui est une suite évidente des équations 
(is) : en effet»» dans l'équation (i5) on «appose a, =0 , ûf = o,..., 
9i=50 > è^=Ot.:., elle deviendra 

(64) ^«+«,«)x+C»+«.«)=s«H-^.«+-^.*'+^,*'+...i 

w* le premier membre de cette équab'on devient, d'après l'éqaation (53), 



DigitizedbyLjOOQlC 



toi CALCtrC 

• (65) i:»«+i)^.«,i-Hii'»«^.'«"+...)('»*+i>W.»i«44»'**.»."*S-.f. 
Ce produit étant dëreloppé, d'apràs l'équation (i3), donne. 
(66) f(«+«.i)x+(*+*.»)=!. 

i A +A,x '+A,i' +A,^ 

I *' 



• l.a.»(a— a) 



+••-+ ■ • 

+.i::z:*L.v*i.a,—i. 

• i^..<n-l) 

-i~î::îî-.+i..." 



+..- 
+.... 

+...: 
+.... 



Ici lei colonne) qui forment lea coefiiclens de x ne sont ■nire ehœ 
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que les dernières coltnines des équations (18). Or, le produit (65) 
s'e£Fecluaht coiDine le produit (i3),-avec la seule diiférence qu'à 
la place de a et de ^ , il faut écrire fa et "i-i , et D.^^Df0, , 
D.-t'i=ji'i'i*ii ;•:•■* ^ la place de lUt, d^ )•— ; il s'ensuit que , pour 
déduire la dernière colo'nae de j4„^ , de celle de >^. [ équations (18) ] , 
il faut faire varier ■i'i. dans tons les termes de cette colonne ,' et 

de plus faire varier ça dans le dernier terme ■ ' .'^^^1" de cette 
même colonne. Les deux premières parties du n." i5 se trouvent 
donc démontrées. 

lies n autres colonnes qui composent ^^,^4,1 ne peuvent donc 
provenir que de la variation des-quanfités polyDdmiales a, ^ «, ,a| ,..^ 
^it ^> I ^)>-»i c'est- k-dire , de la substitution de a,-{-(j,j; pourvu 
de a,-f-â,j: pour 4, ,...., de B,-\-B^ji pour 3,, de ht+è,x pour 

it, dans les termes précédens. Il faut donc appliquer ici la règle 

du Dt" 8 t modkHée par la coexistanca de deux polynômes indé- 
pendans , c'est-ii-dîre , parla règle du n." 13; ce qui coustitlie la 
[M^niière partie de la règle du n.* i5. Cette règle ae ^uve donc 
entièrement justifiée. 

36. Passons maiatenant au développament immédiat, el tnd^eiidant 
des tprmes qui précèdent, d'un terne quelconque do l'équation (i5). 

OU du terme ecDéral jii.= . 

" i.a...J» 

En effectuant eomplètemeut la. développement indiqué par la dtr-^ 

nière des équations (17) , d'après les n.*'* 3^ et 35, et l'ordonnant 

selon la somme des e3.po<«ns de-d^vation , relatifs il fa et ^3, 

(m Jieut le mettre sous la forme suivante : 

(6,) -l^É^=^ÎL:^u- \ °-*- 4i^y^+^ 



■ ,B+J.«."— i.H -^ . D+ij)^«.— ■*,)+* 
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^o6 Ck'VCtfV '- 

+_înî^.ii^+}^.»-i,-+-î:::^.;D'+*j>.(«,-<j.-H-„; 

~ La-MCn— 2) ■ I.a...(ii-3) 



^^ 1.3.„(»— J) iji-C»— a) 

■ ' '^ IA..JI 



....-HD'ffl W-- — : — : +D^.+*. r 

••••-TT»' iA.<n — a) u..tn — I) 
....+D«fl Jl'*'* . ; H-ft> . D** ; 

•^ V i^,.(»»— a) , 

Il n'y a plus . dans cette formule » dont la loi est trb-él^ganta , 
qa« des fonction» de quantités polynômiales à dcTeloppcr ; cl elles 
. «e «accèdent par coloiines dans l'ordre suivant : 



(6«) 



. D^,"*' , rB*'"/ 



t.a..(M.3> i.a.-..(R<-i| 






<!,■*,"-■, D<<i.>,— ),:»•■>.""' . 

•*/, • ,,.:■.■■■■ ■ 
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Si tous les ezposans de û, y sous te signe de dérÎTation, ëtaitnt 
les mêmes qae. dans les termes correspondans de la . ptrèmière co- 
lonne , on pourrait «ppliquer immédiatement au développement de 
ces quantités la règle du n." iS^ mais, comme ces exposans T»nt 
en diiuiouant d'une unité, d'une colonne ï l'autre , comme au n,* 34» 
il est nécessaire de faire subir i chaque terme la même préparation que 
dans ce n." ; c'est>à-dire , qu'il tant soumettre <;liaque terme à U 
règle du n." 35, et ensuite y appliquer celle du n.° i5. Pa^ ce 
moyen , on peut développer immédiatement un terme quelconque 

— ■^— — de l'équation (i5) , indépendamment de .c^ux gui -w, pré- 
cèdent. ' . ■ ■ ' 
89. Remarçue. On peut faire ici une observalion analogue à 
celle du n° 36. Par le procédé du n} précédent , on 'peut aussi 

calculer immédiatement un terme quelconque de , indé- 

* i.a..j) 

pendamment des antres : ainsi le co'eHlcient de . ■— ,- sera 

i.a...r Ï.3...J. 

'— — - , dont le développement s'exécutera par le n." pr&é- 

dent, en remplaçant n par n—^r—s, fa par a,' et 't-à par ^,*, et 
considérant a, et j, comme des premlcFs termes de poiyndmes. 
Supposant dono R = i2 ji.r— 7 , ^ sils^vOEJ atua, four le coe^îent de 

. , dans , ■ 

j.a...7 i.:t . i,a...ia , i '., . ., : 

I>*.(fli'ii*) 

7.6.5 , , 7-6 
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D'après la remarijue du d." 17 , qui s'applique également ici , 
le procède du n.** précédent donne aussi le moyen de calculer Im- 
médiatement un terme quelconque du développement d'une fonction 

quelconque de deux polynômes indëpendans f(a-\-a,x-^atX*'^ , 

B^b,s-{'i,s*+t...) ; il suffit pour cela de remplacer , dans la for- 
mule (67) les produits des dérivées de fa et -^t par les dérÎTéea 
partielles correspondantes de f'a , d) ; et le n.* précédent fait roir 
avec quelle facilite le calcpl des dérirations fournit la solution de 
ce problème compliqué , et intraitable par les méthodes ordinaires. 

4o- La règle du n." 28 est. un corollaire bien simple de celles 
des n."* i5 et 35; en effet» la forme du terme génial (48) t 

hB sa , étant comparée! celle (17) /♦..,= , 

&it Voir qu'on obtient la première , en remplaçant ^ dans celle-ci 4-6 
par £~", et fa par D.f^. Les règles de développement doivent donc 
élrc les mêmes pour l'nne et l'autre fprmcs , sauf les différences 
suirantes : i." l'exposant de c diminuant d'une unit^ d'un terme i 
l'autre , il faut faire subir 1 chaque terme , avant d'en déduire le 
suivant, la préparation dn n.* 35 ; a." fa étant remplacé par D.^, 

il s ensuit ou 00 a, en général, ^ =:(r4-i)- — : 

et =(r4'i) '■ : ce on! produit les coefficiens numériques 

égaux aux exposans de dérivation ; 3.* enfin , nous avons ordonné 
différemment les termes des équations (5o) , en transformant les 
lignes horinmtales des équations (18) en colomies , et réciproqoe- 
ntenl : il en est résulté que les dernières colonnes des équations (18) 
•ont devenues les derniers termes de chaque colooae.des équation» 

(5o> 
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(5o)i en transformant les lignes horizonlales des équations (18) en 
colonnes , et réciproquement : il en est résulte que les dernières 
colonnes des équations (18) sont devenues les derniers termes de 
chaque colonne des équations (5o), ; ce qui a produit les modifications 
des a."* et 3.°" parties de la règle du n." i5. 

41. "En tenant compte des obserTations du n.*^ précédent, la for- 
mule (67) fournit le moyen de développer immédiatement un quel- 
conque des termes (48) , indépendamment des précédens : on a , 
en général , 

(69) ,j.= ''-"--°'>" = 

t^tb D"— ' dt 



■H"-)TÎr;^ "('-")•»."-''+('"--).- 



-.DC<^-").D.(i,"-'<:.)4-- 



.■t<°-=''£^)-^"*i'")-''"-'--+<°-^)r£:^;°'('^-"<*-"-"'-H- 



+'^'>''*B3'''--H-^-'*-E^-(*---)+- 






le—) , 



.5,V,''"'+Df*' 



->.(J,C.— ) 






»..+a.;D"»Jj)(ï-").- 

Tmu ri. 



■'(Vi') 



+Mi.l<<:— ). 
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oit les qaantitës qui restent à développer sont de la mime forme 

que celles (68), du n.* 38 , et doiveot ttre dëveloppées de U même 

manière. 

42. Au moyen du n." précédent , nous sommes donc en étal de 
calculer immëtlialement un terme quelconque d'une fonction de po- 
lynôme , ordonné selon les puissances d'une fonction ou d'un polr-* 
ndme donné ; ce qui constitue le problème général du retour des 
fonctions et des séries , étendu aux fonctions de polynômes. De 
plus, d'après la remarque du n.* 39, qui est applicable & ce cas, 
nous pouvons aussi calculer immédiatement une partie quelconque 
d'un terme , sans calculer le reste de ce terme. Mais , ce qu'il y 
a de plus remarquable , c'est que cette question dilBciie est résolue 
d'une manière si simple qu'on n'a, pour ainsi dire, que la peine 
d'écrire le résultat. 

C0KCLU8IOM. 

43. Résumons , en deux mots , l'objet £t l'esprit .du calcul des 
dérivations , Ici qu'il résulte de ce petit écrit. Le théorème de Taylor 
donne le dévcloppotncnt d'une fonction simple d'un binôme, selon- 
les puissances asccodantes de la variable principale , ou selon les 
mêmes puissances d'une fonetion quelconque donnée de cette, va- 
riable. Le passage du théorème de Taylor au développement des 
fonctions de polynômes , ou des fonctions de fonctions , selon les 
puissances ascendantes de la v.iriable , n'est autre chose que le 
passage de la dillérentiation d'une fonction | en regardant la «Jlf- 
férentielle de la variable principale comme constante, i ta diffé- 
rentielle de la même fonction , en ne regardant aucune dilFérenlicUe 
comme constante. Quant au passage du développement d'une fonc- 
tion , selon les puissances ascendantes de la variable h celui selon 
les puissances ascendantes d'une fonction donnée de cette variable; 
( ce qui constitue le retour des fonctions et des séries ); il nesl 
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autre cbose que celui de la diiTérentiation d'une fonction ^ en chan- 
geant de' variable principale' ou îndt^endanle. 

44. Me Yoicî parvenu au terme que je m'ëlaîs proposé : celui 
de déduire la véritable théorie du calcul des dérivations du seul 
théorème de Taylor, sans l'emploi d'aucun principe nouveau. J'es- 
père que les géomètres verront avec plaisir ce beau corollaire d'un 
théorème qui a déjà éié si fécond. Le Cadre étroit dans lequel 
j'ai resserré l'essence de ce calcul les engagera sans doute k donner 
quelques momens à la lecture de ce petit écrit ; et j'ose présumer 
qu'elle les réconciliera avec te calcul des dérivations , dont l'ouvrage 
d'Arbogast a pu les éloigner. Mon but n'a pas été d'épuiser la 
inalière, mais d'éveiller l'attention des géomètres sur ruiilitë, trop 
méconnue , des dérivations ; et de leur éviter la recherche pé- 
nible de nouveaux moyens de développemeut , en leur présentant 
ceux qui sont, ii la fois , les plus simples et les plus expéditifs 
qu'on puisse trouver. 

Les géomètres auxquels YAnalise coitihinatoire est familier* 
verront, par nos remarques des n.<" 10 ^ 16 et 36, que le calcul 
des dérivations consent , non seulement les' véritables sources des ■ 
règles de cette aoalise , et leur extension Ji des fonctions de plu- 
sieurs polywtme« indépendans , mais encore les moyens d'exécution 
les plus commodes et les plus rapides. 

Mets, le 5 de mai i8i5. 



DigitizedbyLjOOQlC 



LIMITES DES RACINES 



ANALISE ALGÉBRIQUE. 

Théorèmes nouveaux , sur les limites extrêmes des racines 
des équations numériques ; 

Far M. Bret , professeur de mathématiques à la facultë 
- des ' sciences de l'académie de Grenoble. 

roua rendre la tliëorie qoe je Tais dtfrelopper plas facile \ iaisip, 
)e crois convenable cte l'appliquer à un exemple particulier. Rien 
ne sera plus facile ensuite que de l'exposer d'une manière générale. 
Soit donc l'équation du g.*"* degré 

dans laquelle les signes sont supposa en évidence ; et proposons- 
nous d'obtenir *une limite supérieure de ses racines. 
rTous remarquerons d'abord que , quels que soient ^ et m , on a 

ou, en posant pour abréger x — n-sy d'où x=si+y 

Js-^Àys^-'+Ayx^'^-^ — -^^yx-^Jy+A . (2) 

Cela posé , appliquons la transformation (2) ï tons les termea 
positifs de l'équation (1), et nous aurons 
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•»î= «r«*-Hy*' +«y»»-Hr* ■fg'-H , 

hx*=s hfx 4JI/-I-A . 

1 = l . 

Introduisant ces déreloppemens dans l'équation (1) > rassemblant les 
tennes affectés des mêmes puissances de « , et écrivant les premiers 
ceax de ces termes dont le coeiEcient renferme une partie négatire, 
on obtiendra la transformée 

Or , il est clair que , pourvu qu'on ne prenne pas y négatif ou » 
ce qui revient au même , f positif plus petit que l'unité > les termes 
de la seconde ligne donneront toujours un rësulsat positif quelque 
autre valeur qu'on puisse d'aiUenrs prendre pour s ; donc , powc 
que toute autre valeur , mise pour s dans l'équation (i) , ne donne 
point un rësallat négatif , il suiEEt uniquement qu'elle ne rende point 
négative la première ligne de l'équation (3} , pe qui arrivera infail- 
liblement si elle ne rend négatif aucun des termes qui la composent. 

Cette condition sera évidemment remplie , si l'on fait en «oite 
que les binômes 

(a-i^)y^ , (o+b-\~e)y—/ , (a+i+e-{-h)Y-i , 

(fi-i-h)y-d : {a-i['b+e)y-g / 

soient positifs ; or , c'est ce qui arrivera nécessairement , si Ton né 
prend pas y ou sr— 1 moindre que la plus grande des fractions 
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ou , ce qui revient au même , si l'on ne prend pas x moindre que 
le plus grand des cinq nombres 

>+^. '+-ii' '+7^' '+7^' '-^Tv^H ■' 

ce qui fournît la règle suivante. 

THÉORÈME I. En a/ouiant successîpement à Funiti »n« auttt 
de Jraciions ayant pour numérateurs les coejiciens négatifs d'une 
équation proposée , pris positivement , et pour dénominateurs /« 
somma de tous les eoej^ciens positifs qui les précèdent respective^ 
ment , le plus grand des nombres résultans pourra être pris pour 
limita supérieure des racines de cette équation. 

Il oft entendu au surplus que , dans la pratique , il suffira de 
«onsidérer le plus grand coefficient dans chacune des séries de tenaea 
négatifs. 

Appliquons cette règle & la recherche d'une limite supérieure des 
racines de l'équation 

ajr^+i i*«— lo*»— 26jr»+3ijr*+73*»— a3<Wf— 348=0 ; 

cette limite Mra le plo« grand des deux nombres 

■ . -, 34» , 349 . 

^+, +;.+3.+ - 3; °° ■+776' 

lûjui , eetfe limite sera 4- 
Si Ton veut obtenir 1« linûte inférieure au même} racîoe»; «o 
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remarquera qu'en . changeant le» signes des racines de la proposée i 
elle devient 

a*' — 1 1** — io**+a6«*4-3i*' — 72** — 23of-f'34^=o ; 

or , par la règle ci-dessus , on pourra prendre pour limite supérienre 
des racines de cette dernière le plus grand des nombres 



i+- 



1+ 



j3o 
a-f3&4-3i 



ou ,+ -, 



ainsi , cette limite sera 7 ; d'où il résulte que toutes les racines 
rëetles de la proposée sont, comprises entre +4 ^t —7. 

Ia méthode vulgaire , indiquée par M. Lacroix dans ses ëlëmens ; 
donne p«ur ces limites +175 et — n6 ; la mëlhode plus parfaite 
de Lagrange , adoptée par M. Francœur , donne -4-so et — 116, 
on voit par ik combien la nôtre leur est prëférable. Je ne dis rtea 
de la méthode des dérivées successives , attribuée, k Mac-Laurain ; 
laquelle n'est qu'un tâtonnement assez laborieux. 

Reprenons la transformée (3). £a vertu de la formule (2) on « 

Mais , en vertu de la -m^me- formule les termes ayx^ et afx* peuvent 

£tre développés comme il suit : 

ayx^=.ûy'a*-^ay*x^-^ay*x'-^y*x-{-ay*+ey - 

eys*= . ;..;..; ay'x+af-^ay ; 

ce qui donnerai-, on substituant et ordatinant , ' 
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Mte«);«i+«f«<+o)'"|*'+»y'I«'+"j"|*M-"r"|»+»«y"|+»j'. 

-Hrl +°yl +v\ +"rl+"rl+«- i 

M&is OD aora encore , en rertu àe la même formule (3), 

+ «r'I + 'XTi- 'ï i 
^ ffsi doiiDera , en substttaant de nouveau 

i 



Far de semblables transformations ; on tronrera 



sf+ar" 


«■+«r' 


»+ or" 


■Hy 


+2fr' 


+3<i)'' 


.+ ''r 


+3»^ 






+ « 






(»f*f.V=(<>+H-«)r*-K<>+W-«)r| 

:+('■+*+') I 

(<H.»+«+»)={«+H*H) . 
pEn ijoutaot ensemble tous ces rësnltats , U Tiendra 



^•r*' 
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sabstituant cette Taleur dan* l'équation ^3), elle prendra la forme 
qoe Taici .- 

{<yH<<l+*)f— <:>'+{<>/'+(''+%— 4«' 

(4) 

H-{«y-HM+»)r'+(<i+»+f!y-«i^ 

Or , il est clair que , pourru qae y soit positif , ou qae x soit plot 
|;rand que l'unité ^ la dernière ligne de cette ëqnatîon aéra toujonra 
positive ; il suffira donc , pour que tout son premier membre te 
aoit , de donner 11 y une Talenr positive qui ne rende négatif aucna 
des coefficieos des termes en jr ; or , comme tous les termes qui 
composent chacun de ces coeiBciens sont positifs excepté le dernier, 
il suffira , pour satisfaire k cette condition , de prendre y tel que 
dans aucun de ces coeiBciens le premier terme ne soit moindre 
que le dernier , ce qui revient 1 faire 

ay>c , cy'pf , 

mryi , •^>s '<■■■■; 

fan. ri. - lo 
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le signe > n'excluant pas l'égalité ; or , cela se rëduît ^ridemment 
à prendre x au moins aussi grand que le plus grand des nombres 

ce qui fournit cette seconde règle : 

THÉORÈSiE il. Si, après acoir divisé sueeessivemeni chacun 
d«s coefficiens négatifs d'une équation par le coefficient du premier 
terme » on extrait de chaque quotient une racine dont le degré soit 
le nombre des termes positifs qui précèdent le coefficient négatif 
dont il s'agit, le plus grand des nombres qu'on obtiendra en aug' 
mentant chacune de ces racines ^une unité pourra être pris pour 
iimite si^érîeure des racines de l'équation proposée. 

Il est entendu au surplus que , dans l'application Je cette règle, 
comme dans celle de la précédente , il suiHra d'aroir égard au plus 
grand coeificient négatif de chaque série de termes consécutÏTement 
négatifs. 

En faisant l'application de cette règle i l'équation déjà prise pour 
exemple , on irouTcra , pour la limite des racines positives le {dus 
grand des aopibres , 

et pour b limite des racines négalives , prise posltivomeçt , le plus 
grand des nombres 

c'est-^-dire, que ces deux limites seront «f-^ ^^ ~~7< ^^ v>t 9^* 
cette règle rentre dans celle ipi'indiqua M. TrancoBur. 
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Au lieu de faire abstraction des termes intermédiaires des poly- 
ndnes en y qui multiplient les diverses puissances de x , dans l'é- 
quation (4) > on peut y avoir égard , et cbercber à rendre ces 
polynâmes tous positifs par l'application du Théorème 1 \ on verra 
sur-le-champ qu'il faut pour cela prendre y aU moins égal au plus 
grand des nombres 



^+*:èi' '+; 



+3H-^ ' 



«+ 



A+ae-Hi+8« ' 



c* çpit rerient \ prendre -9 au moins égal an plus grand des ioombrcs 



"•+aM-4» • 



al - - ■x\ ^ 

^est^-dire ,' qu'on peut prendre ' pour' limite inpIrietAre des racines 
le plus grand des nomlnvs qu'on obtient en ajoutant à ^ns unités 
une suite de fractions ayant pour 'numérateurs les divers coefBciens 
négatifs pris positivement , et pour dénominateurs la somme des 
produits des coeiBciens positifs qui. les précèdent respectivement, 
et de droite à gauche ^ par les puissances successives de Vaat, .à 
partir de sa puissance zéro , oa de l'unité. 

Mais , de mémo que nous avons appliqué le ThioThme l'\' l'é- 
quation (4) « pour en conclure ce dernier , nous pouvons également 
lui appliquer celui-ol , et nous en conclorrras qu'en y prenant pour 
y le plus grand des nonces 
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iH =2+-^— , 



2+ 



a+ 



/ 



(«-H+«)+»(>«+»H-4« «+3H9» ' 

jj * -- I ' 



=+ 



=:,+ î . 

ou , ce qui reTÎtDt au mCme ; en prenaDt pour s 1« plus grand 
dea nolubrea 



*+3« ' •+3»+9« ' 

3+r ' 



^ »+3.+9*+>7. ' 

on tura vne limite supérieure des racines de celle étjnation ; e'est- 
ï-dire qu'on peut prendre pour limite supérienre des ncïnes, d'une 
' ^uatiim prôposée'le plus grand des nombres qu'os obtient en ajoutant 
à trois une suite de fractions ayant pour num^teurs les coeificiei^ 
négatifs de la proposée , pris posiliTement , et pour dénominateurs 
la somme des produits des coefficiens positifs qui les précèdent 
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respecUreniânt j de droite à gauche , par les puissances successives 
de trois , i partir de sa puissance ze'ro , c'est-i-dire , de l'unité. 

On peut pareillement ' appliqatr cette dernière règle ï rendre 
•positifs les coeiEdens fonctions de y de l'équation (4) , at l'tm 
trouvera que tout se réduit à ne pas prendre s moindre que le 
plus grand des nombres 



^rhz. 4+r-^ 



S+4« ' *^e+4i+i6a ' 



i+ 



h+4i+ta-^^ ' 



^+xrr.- i+ 



et , comme rien ne limite ce raisonnement , on pourra dire géné- 
ralement qu'on rendra positif le premier membre de l'équation (4) * 
et conséquemment de l'équation (i) , en prenant pour i te plus 
grand des nombres 



-+x^.' '•+--^ 



i+an ' *^c44n.^,aai 



«+ 



A+e*-|'^»M'«>* * 



»+r7-» "+ 



n étant un nombre entier positif quelconque. De U résulte cette 
nouvelle règle. 

, THÉORÈME III. En ajoutant auccessî^ement à un nombre entiar 
positif arbitraire une suite de fractions ayant successivement pour 
numérateurs les coe^àens. négatifs d'une ê^ttfion proposée , pris 
positïpement , et pour dénominateurs la somme des produits des 
. eoejgiciens positifs ^ui les précèdent réspecii^^ement ; de droite à 
gaucie , par les puissances successives du nombre arbitraire , à 
partir de sa p»tsaaee xirojO» de funité i le plus grand des nombres 
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résuUens pourra itre pris pour Utaitt supérieure des raèînei A 

cette équation. 

Oteervons , l.' que ce thferème renferme le Théorime I, comme 
cas particulier : c'est celui où le nombre arbitraire eat l'anité ; ai» 
qae , (lans son application , comme dans celle de celuî-Iè , il suffit 
de faire entrer en considération le plus grand des coefficîeiu que 
renferme chaque se'rie de termes consëcutîrement négatifs, de sorte 
qu'on n'a pas plus de nombre» à calculer qu'il n'y a de ces séries ; 
3.** qu'enfin , en prenant successivement pour le nombre arbitraire 
I a,3t«'. on trouvera. souvent une limite minimum, inférieure 
\ celle que donnerait l'applicatioa du Théorèm* l. 



GÉOMÉTRIE DES SURFACES COURBES. 

De la génération des parahoMdes elliptique et 
hyperl>olii)ue ; 

Par M. BâiABD , principal et professeur de mathànatiqaes 
du collège de Briançoi; , membre de plusieun aociétâ 
savantes. 

i. OOTI paraltole , rapportée i deux azu quelconqaes , TonnaAt 
entre eux' un angle y , est > comme l'on sait , exprimée par oqe 
équation de la forme 

Silppoaona qua , par une transforntetiott de cwAdODn^s , OD adit 
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immnn îi rapporter la courbe l son dïamèire principal , pris pour 
axe des t^ et à la tangente it son sommet, prise pour axe des u; 
supposons de plus que , par suite de cette transformation , l'étjuation 
Mit devenue 

a*—2Pi , (2) 

P étant consëquemment le demi-paramilre. 

Si l'on désigne par a,i , respectÎTement les coordonnées de l'origine 
primitire rapportée aux axes de t et des' u , et par • , ji les angles 
que font respectirement les axes des x et des y arec l'axe des /, 
on repassera , comme Ton sait , du sj^stème transformé au système 
primitif, en posant 



/=:iJ^:FGoS.«+rCoi.^ 

} (3) 
ii=si-KrSiii.»-t-ySli] 



C01./1 , ) 
Sln./l . ) 



En £ûsant la sabstitutioD dans ré^uatîoD (a) , oi| obtiendra la. 
transfonn^ 

(«Sm.»)5'Slii.«M-»!(iSiii..— Mi>i..)»-H«Sii^l— l>CM.fl)|f(ii.J>.)a=«; 

laqualla ,m derra diffim u jiliu da l'iqnanan (r.) qiia pai m 
factear . commun i ton» sa tannes } ^^joant donc, ce faotanx pu 
X*, on aura 

Sm.>=\^ , JSin.«— l>Coj..=x'.^' , 
S\a.t=sB , iSia.ii—PCo>.t=».'B'; 

ëquationi aiixqsellas U faudra joindra J'dqsation de condition 
, po«.(*— .)«,Çoj,«Çgs.(i+SiB.«Sin.iia.CM.(.î . 
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Or , de ces six ^ijaations la cinquième est la seule qui renfenne 
V et ^ , il'où il suit que les cinq aatreis sont suffisantes pour dé' 
terminer les cinq quantités o , ^ , « j i> > ^ , et que ces quantités 
sont des fonctions de A, B, A' ^ B' seulement. 

ObserroDS en outre que , dans le système transformé , l'équation 
du diamètre principal étant u=o , l'équation de ce diamètre aien^ 
dans le système primitif (3) , 

«5in.«-|-;fSin.H^=o ; 

puis donc que cette équation ne renfenoe point « , la détermioadon 
des constantes qu'elle contient sera indépendante de C, 

Il est donc établi , par ce qui précède , que si , dans réquatioti 
J^Mite parabole t reportée à deux axes oiliquet ^uelcon^i^ , on fait 
seulement varier le dernier terme, on fera simpienunt glisser som 
sommst le long de son diamètre principal , considéré comme A-oita 
indéfinie y sans changer aucunement la position de ce diamètre aî les 
dimensions de ta courBe. 

Les mêmes considérations établissent que réciproquement si, sans 
Ranger aucunement les dimensions d'uffe parabole, ni la situation 
de son diamètre principal t on fait simplement glisser son sommet 
le long de ce diamètre ; è ^uel^ue sfstème d'axes fue la sourie 
sait d'ailleurs reportée , on pourra tou/ours amener sa naueelU 
équation â ne di^rer de la première fu* par son dernier terme, 

U en irait absolument de même si l'on faisait glisser nn point 
quelconque de la courbe le long d'un diamètre passant par ce point, 
puisqu'alors le sommet de cette parabole parcoumit aussi son di*- 
nètre principal. 

Cela posé , soît un paraboloïde quelconque , elliptique on Iiyper- 
bolique. Par l'un quelconque de ses points menons-lui un diamitn 
•t un plan tangent ; menons-lui ensuite un plan seoant parallèle k ce plai» 
tangent ; la section sera nne ellipse ou une hyperbole ; menons k 
cette coorbtt fleuz diamètres conjugués quelconques ; et menons * 

sur 
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anr le plan langent, deux parallèles à ces diamètres. Soient prises 
ces deux parallèles pour axes des x et des y , et le diamètre dti 
paraboloïde qai passe par leur intersecUoo pour axe des z ; l'ëqualion' 
de cette surface sera , comme l'on sait 

Ax'-±By*-\-Cz=o ; 
ji tt B étant de mêmes signe» ou de signes contraires , soivanl ' 
que le paraboloïde est elliptique ou hyperbolique. 

Or, présentement ^ soit qu'on donne ^ x ou k y une suite de 
Ttléurs particulières ,- on obtiendra toujours une suite d'équations 
de paraboles ne différant uniquement que par le terme tout connu, 
et qui répondront «onséquemment, d'après ce qui' a été dit précé- 
demment , i des paraboles égales , ayant toutes un même point de 
leur périmètre sur le plan des xz oa sur celui des yz. On petit' 
donc de cette obacrration déduire les conséquences que voici : 

/. Les sections paraboliques faites à un paraboloïde \ elliptique ' 
ou hyperbolique , par des plans parallèles quelconques , sont des 
paraboles égales entre elles , ayant leurs po(nts homologues situés 
sur d'autres paraboles aussi égales entre elfes et comprises ian». 
des plans parellèles. 

Il, Réciproquement y tout paraboloïde ^ elliptique ou hyperbolique, s 
peut être conçu engendré par le mouvement d'une parabole , de 
grandeur invariable , demeurant constamment parallèle à un même ^ 
plan , et dont Fun quelconque des points décrit une autre para- 
foie , fixée de grandeur et de situation dans t espace. 

La différence entre le paraboloïde elliptique et le paraboloïde 
hyperbolique ne consiste donc uniquement qu'en ce que la parabole 
génératrice et la parabole directrice ont leur concavité tournées dans 
le même sens peur le premier , et en sens inverse pour le second. . 

l^e cylindre parabolique et le plan ne sont que dés eu -parti- 

cnliers de celte génération ; le premier a lieu lorsque la parabole ' 

Séjpératrice ou la parabole directrice dégénèro en ligne droite ; le '■■■ 

second rép<md au cas ff% ««la .anire A 1^ /£oia ^ toutes les âï»x; 

Twn. ri. ao 
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QUESTIONS RÉSOLUES. 

Solution du problème de dynamique proposé à la 
page 220 du y,' volume de ce recueil ; 

Par M. J. F. Français , professeur à l'école royale 
de l'artillei-ie et du géaie. 



JTROBLÈME. On donne la sous-tenâante àe tare ijve doit dé- 
crire Fexlrimité inférieure d'un pendule simple ; et on demandé 
quelle longueur doit apoir ce pendule « pour que la durée de ses 
oscillations soit un minimum ? 

Solution. Soient za la longueur de la soas-Jendante donnto , 2a 
Tamptitude d'oscillation qui lui répond , r la longueur inconnue du 
pendule , * l'angle que fait sa direction avec ia Terlicale à une 
époque quelconque / ; en supposant nulie la vitesse initiale et dë- 
aigaaat la gravité par ^=9'",8o8tt eaviron ; il est connu' qu'on «uift 

on «on de plua^ 

r$b.«=a ; (a) 

ta aojTMi de quoi, éliminant r de (t), il TÎcndrs 



--y^ 



/SiiuCCi».*— Coi.a) ' 
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înli^grant entre l=« et l=a et désigoant par 27" la doiëe d'une 
oacillatioQ entière , on trouvera (*) 

dT=* 1/^ .-^/l W.9in.*;*f'^.Sin.*f^-^,Sin.«-4...) ; (4) 

(^ g Sin.N . . . . i 

les coefEciens Ai ,A, , A^ f^'. ëtant donnés par la loi suivante ' ' 

En considérant T comme foncrion de m, différentiant relation (4) 

sous ce poïnt de vue et égalant ~ i z^ro t on inuTera , toutes ri' 

duetîons faites t 

i=B.SiD.»J«+J?,S!n.*;-+B,SUi <:-+«. , (6) 

équation dans laquelle les coefficlens B^ , B^ , S^ ,.:„ sont donné* 
par la loi suivante. 

L'équation 1(6) n'est point susceptible de r^olution exacte ni di- 
recte ; en la traitant par le retour des suites , on trouve i peu près 

Sin.i.=o,â3Sa55 ,d'où •=7i.«7'.33'', et r= -^ = i.oSCÔaî^: l'é^ 

Sin.» 

quatioD (4) Jonne ensuite zT^wJr/^ ^ .1,136105= X^ «Uritef ' 

.Hais cet^ valçur de.sT est-elle bien rééliement un minimum^. 

Pour répondre à •f^e question nous remarquerons â'ajxîrd qu^ , 



(*)"Vojez', poor let UniâU de l'itttégrMîon , 1> fraiti A mécmni^w d« BL 
FOISSOB ; tonut If pafiG 4i5. .1 ...... . 
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aoit que nous fassions «=o ou «siSo" , noas trouveroiu égalemfent 
ar=s;=oo ; de sorte que la râleur en question se trouve comprise, 
entre deux masima ; ce qui est déjà le caractère d'un véritable 
minimum \ mais ce n'est guère que par le calcul des valeurs par- 
ticulières que l'on peut s'assurer , avec certitude , qu'il n'en existe 
point d'autres entre ces deux limites. En supposant successivement 

-=71" et -=7i».i5', il vient 2rs-l/f..i,i36394,etar=-l/l. 

1, 1 36376 ; d'où l'on voit que la valeur trouvée ci-dessus, moindre 
que ces deux W , est comprise entre elles. 

Banur^ue. Ce. problème trouve son appticalion dans la ThioTiû 
d€S ponts : il sert à déterminer la longueur du cable , pu cordage 
d'ancre , d'un pcnt volant (*) , de manière que le trajet de la ri- 
vière se fasse dans le moindre temps possible. U faut cependant 
observer que cette application suppose que la vitesse du courant est 
uniforme ,' sur toute la largeur de'la rivière j' circonstance qui n'a 
fias généralement lieu ;. mais le résultat du problème peut toujours 
servir de première approximation , que l'on corrige ensuite d'après 
l'expérience. 

Le pont volant offre encore \ résoudre une autre qti^tion int^ 
rcssante dans la pratique : c'est de déterminer la longueur du cable 
de manière que Ja vitesse, du pont volant* dan^ la position f=Ot 
MJt un maximum. 



(*) Un pont niant eu nn peUt pont , i*oU et inolMle , orfnairement Aablî 
M» d«u faat^tiu, et Madii i l'une de* extrenit^a fan oaUe iott l'ixtn «xr 
trémité est fixée par une ancre , toit an bord (lu.fl«uTC ■■>'* ^*'* '^ ^'*>* ôves. 
Le choc da courant de l'eau aat ce pont , TaiMnl 'ci un tSet analogue 1 celui 
de la petanteur sur le pendule , le fait oaciller cfime rive i Tautre utour d« l'ancre/ 
L'applicadon ^ue fut ici M. Fi«n(ai« de «a lUorie auppoae que le coora d'eu 
dt rectilipie et d'une largeur coiuiante , el que l'ancre eat fixée dans «on imé* 
D«ur, à ^^ dUiançe de aea deux bords. ,aa Mt aappoié U laideur du fisave 
tt r U longueur du cordage d'ancre. 

/. D. C. 
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Aepr&entons par r la TÏtesse du pont volant dans cette position. 

L'^quatiOD ' (3) doone pour la vitesse , dans une position quelconqae.' 

■^ =^^^SiD.»(Gos.*— Cos.*) ,- (8) 

qui, en faisant <=o, devient 



f=i T/^ Sin.-(i-Cos.-) . (9) 

En diffikvDtiant cette équation , et faisant -r- ao , on obtiott 

(i— Cos..«Xï+2Cos,«)=o . (10) 

Le premier de ces facteurs ^galé \ sër» dininf *^o , ponr la va- 
leur minimum de p , qui répond & r= ;— k 9 . Le second donne 
Cos.«= — i, d'où «SS120* pour la valeur mfjnmum de p; ce qui 
résout bien la question abstraite d'un pendule simple , mais ne peut 
pas convenir au p6nt volant , pour lequel « ne peut pas eieëder 
90**. Ainti , pour cette question , il faut rejeter toutes les valeurs 
négatives de Cos.*. D'après cette observation , la seule inspection 
de l'équation (9) prouve que p aura sa seule valeur masJmtan ad- 
missible dans la pratique» lorsqu'on aura Sin.«si et cos.«=o,* 
d'où «sago* ; ce qui dôme , pour 1» Ipn^ur An cable, r=E«. 



Solution 'des deux problèmes de géométrie pn^iosês # 
la page 556 t^w V.** volume des Annales ; 

Far M. Tédéijat , correspondant de Vinstitut , recteur de 
l'académie de Nismes, 



à^ROBLÈME /. Déterminer les trois eôtis dun triangle ; «t 
fonction des perpenàifiulaires ahaissies sur ieors Urectiens 4m emtr* 
du cercle circonscrit ? 
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Solution. Soient X^ Y , Z les trois angles du triangle; s,y^ 
g les colés respectivement opposés ; et enfin , a , b , c les perpen- 
diculaires abaissées sur leurs directions du centre du cercle circonscrit. 

La droite qui joint le centre à l'une quelconque des extrémités 
du pâté z est l'hypothénuse d'un Irianglc-rectungle dont Jes deux 
côtés de l'angle droit sont ;2 et c , et dans lequel l'angle opposa 
a 72 est Z i d'où il suit qu'on duit avoir 

arTang2=:z ; 

ou , en quarrant et transformant la tangente en fonction du cosïnua 

4r«=:(4r'+z»;Cos.*Z . (i) 

Les pieds des perpendiculaires u , A étant les milieux respeclifi 
des côtés X f y y il s'ensuit que la droite qui les joint est paral- 
lèle \ i et égale ï \z ; et , comme d'ailleurs l'angle de ces deux 
droites Of h est supplément de Z ^ il' s'ensuit qu'on doit avoir 

ou 

*»— 4(«'+^)=8aiCos:Z . " (a) 

Si t entre Ie& équittions (i) et (a) , on élimine <* , il Tiendra 

on encore 

e*Stc? Z-(a'^*^c')itic'z-^2ahsio s (3) 
^uït'irà dit troisième degrij ,' saAs second terme , qui est dans le 
cas irréductible; et on- aùrï deux autres équations analogues pour 
déterminer ^ et I''. X, T., ^ étant ainsi connus ,. on naencn par 
un même' point trois droites égales \'a y.h ■, c formant autour de 
ce point des angles supplémens de ceux-là ; menant ensuite à ce» 
trois droites par leurs extrémités .de» .p«rpendirulaires , terminées i 
1. ur rencontre commune , te triangle demandé se trouvera construîL 
""'Si l'on voulait avoir immédiàtetnent l'équation qui donne le côté 
kV- IL kl» s'agirait que' d'éliminer GoSiZ' entre les équations (j) ét(2),- 
ce qui donnerait 
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et l'on aurait des équations analogues pour x et y. Le dernier ternif 
de cette équation étant positif , il s'ensuit que , ù le problème est 
possible f il n'admettra que deux solutions au plus.' 

PÈOSLÈME IL Déterminer les trois côtés ^an triangle , en 
fonction des droites qui joignent le centre du cercle inscrit à ses 
sommets ? 

Solution. Soient encore ici s , y , z les trois cdlés du triangle',* 
X , y, Z les angles respectivement opposés; et soient a, 3, £ 
les droites qui joignent'le centre h leurs sommets. 

La droite c est t'hypolliénuse commune de deux triangles-rec- 
tangles , dont un des rôles de l'angle droit est le rayon r du cercle 
inscrit, et dans lesquels l'angle opposé est \Z ; d'où il suit qu'cai 
doit avoir 

r=:cS'm.^Z , (l) 

Les droites a , h forment avec le càti z on triangle , dans lequel 
l'angle opposé à 2 est fW^ » q. désignant l'açgle drat } l'iire d« 
ce triangle est dono 

î<ï*S!n.Cy+iZ)=!^i3Co5.;^ j 

mai» , comme m batiteiitf «H r * md «in tua auaû pour expreadon 
\rz\ donc 

ou, en élîminant r, au moyen de l'équation (i) 

tfzSîn.fZBtfdCo9.;Z . ^a) 

D'un autre cdté , 1« même triangle donne 

«»a!(i»-*-i»4-M4Sîo.i^ . (3) . 

En élimloaDt tt , entre les ^uaUttia (a) <t <^ et 
le cesinua «n «ioua , U rient 
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OU eDcore 

o»t"Co»ec.4Z— [c»(aH-f»>+«»JnC<»«.{Z--iflfc»=o i 

équation du troîstème degrë , sans second terme qni est dans le cas 
uT^uctible ; et on aura deux autres équations analogues pour dë- 
terminer X tt T. X , Y t Z étant ainsi connus ; on mènera , par 
un même point trois droites , égales \ a, à, c , formant autour de 
ce point des angles ^'^X , ^-{^Y, f^^Z, En joignant leurs extré- 
mités par trois autres droites , le triangle demandé se trouTen coostniit. 
Si l'on roulait avoir immédiatement l'équation qui donne le c&\â 
X , il ne s'agirait que d'éliminer B\a.\Z du quarré de l'équalion (a) , 
au moyen de l'équation (3) , après y avoir transformé le cosiaus .. 
en sinus , ce qui donnerait 

et l'on aurait dea ëquationi analogues pour s tty* Oo voit encore 
ici que le dernier terme de l'équation étant positif, le problème,' 
lorsqu'il sera poMible , n'admettra que deux solutions an plus. 



QUESTIONS PROPOSEES. 

Problème dAnaliae. 

LfliK ^uatien de forme quelconque , entre tant de rari^iles qn'itt 
voudra , étant donnée ; assigner à ces variables des Talenrs telles 
que la plus ^nde de toutes soit la moindre posuble , on que la 
moindre de loutM soit 1a pin* ffvnA» possible ? > • 
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ASTRONOMIE. 

Mémoire sur les éclipses de soleil ; 

Par M. le professextr Khahp , doyen de la faculté des 
sciences de Strasbourg. 

( Première partie. ) 

1. Problème. Soient {fig. i ) s le centre du disque du soMi; 
ru de la terre , dont le centre doit consiquemmertt se trouver sur 
la perpendiculaire menée au plan de ce disque par le point. S t 
at soit CG'' le" diamètre du mime disque. On su^ese que deux 
observateurs , situés en deux points de ta surface dt la terre , 
voient au mimé instant le centré du disque lunaire sur le disque 
solaire , Fun en L et t autre en \J ', et on demande la relation 
générale entre les diverses quantités que le problème donne lieu 
de considérer ? 

a. Solution, Les quantités données Ju pToblèm* sont : les Jemî- 
diamètres du soleil , de la lune et de la terre} nous nommerons 
le premier a , le second ^ et le troisième c ; ensuite les distances 
des. centres du soleil et de la lone & celui de la terre ; nous les 
d&ignerons par A et B i cela rend fes demi-diantètres apparcns des- 

ai 
oeax astres respectirement ëgaux i, -r et — ■ , ef leurs paralTaxes 

Itorizontale» égtila i —~ et-^'* Toateloi* ^ ^ans cette aoalïse , uoa* 
B« ferons aucan usage des parallaxes. 

Tom. n, n.* r, !.•* novembre t8i5- ai 
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3. Il faudra fixer les trois axes reclan gulaîres auxquels nom 
assignerons le centre de la terre pour point d'intersection commune, 
et auxquels nous rapporterons tant le centre de la lune que les 
deux points de la surface de la terre où les deux observateurs sont 
placés. En désignant par jr, ^, 2 les coordonnées de l'un, et par 
j:', y', 2/ celles de l'autre, ce qu! donne x*+y'+«*^*'*'4*J^*+i'*=f*, 
nous supposerons l'axe des x dirigé du centre de la terre vers celui 
du soleil ; l'axe des y sera mené dans le plan de l'écliptique , pa- 
rallèlement au diamètre CC du soleil , c'est-à-dire , vers la partie 
orientale du ciel ; l'axe des z , perpendiculaire au plan des deux 
autres , sera dirigé vers le pôle de l'écliptique. 

4. r(ous nemmeroDs P , Q , R les coordonnées du centre de la 
lune , respeclivement parallèles aux x , y , z , et prises dans le 
même sens ; ce qui donne P'-|-Ç'4-fl'=5*. Comme près de la 
conjonction le quarré B* l'emporte considérablement sur la somme 
Ç*-\-R* , la différence B — P sera presque nulle; et, 4 plus forte 

raison , «era-t-Il permis de faire P=J— -=— - — . 

5. La position du point L sur le disque solaire sera déterminée 
par les deux coordonnées SN et NL ; et celle du point L' par les 
deux coordonnées S^' et N^'} elles seront respeclivement paral- 
lèles aux axes des y et des z. Nous ferons 

SN=^ . S N'=y' . 

NL=r i N^'=r' . 

6. Nous aTons expestf , dans le tableau suivant « pour chacun des 
'deux obse)Tateurs , les coordonnées des> trois points par lesquels 
passe le rayon visuel , savoir : . 

1. Le lieu de l'observateur ; 

2. Le centre de la lune ; 

3. Le lieu apparent de ce centre sur le disque solaire. 
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1." Oisen>oteur. 2."' Observateur. 

' •! » r . ' . ^ , y' • '' , 

3 B, Q, R, S , q, R , 

3. A, f , r ; A , iji ,ri . 

Nous «n déduirons les quatre proportions 

A—x : B—x =f — y : Q—ï . 

A — * : B — * =r — z : R — z , 

A—xi:B—x'=i(—y': Q^-yi , 

A—x': B—x'=r'—z' : R—z' . 
^A-xX(i-y)=(,B-xXf-^) , 
(,A—xXR—z)=(.B~xXr—z) , 
^-x^q-ï')=ÇB-x%^-f) , 
{A—x%R—zr)=(fi—x'){ri—z') . 

7. En éliminant Ici les deux coordonnées Q, R in centre de la 
Inné > on en fera deux autres , auxquelles nous donnerons la forme 
•uWante , pour en faire ressortir la symétrie 

lA—Klf+m-x1q _ lA—BiV+lP—^1' , 
A—i A— M ' ' 

(,<-B)i-HB-«)r _ jA—BW+lB—sV 

Elles font connaître la relation entre le déplacement de l'obserrateur 
et celui du lieu apparent du centre de la lune ^ et contiennent 
ainsi la solution du problème, 

8. Elles deviennent beaucoup plus simples r si on suppose l'un 
des deux observateurs au centre même de la terre. 11 en résulte 
S'éclipse par laquelle le ealculateur doit commencer dans tous le» 
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cas , ef que noua nommerons éclipse gèocentrique. En plaçant au 
centre de la terre celui des deux observateurs \ qui se rapportent 
les lettres accenluëes s' , y' ^ z' , de même que <j' ^ r' , on aura 
a'=o , y^=o , z'=o ; les coordonnées y', r' pourront être immé- 
diatement déduites des tables , et regardées comme des quantités 
données. Les équations deviendront 

9. En divisant par {A—x)B * et en faisant j pour abréger 

AjB—x) 

on aura 

y : z=^qf—ng : r'—nr . 

Le maximum de s n'est qu'un soixantième de B , qui n'est lui- 
même, qu'un quatre centième de ^ ; la fraction n diffère donc très- 
peu de l'unité ; ainsi , dans tous les cas ^ las deux rapports y : < et 
^ — ^ : r' — r sont presque égaux entre eux. 

10. Le quarré de la distance du lieu de l'observateur an centre 

de ia lune est égal & (P_j!)»-f-(Ç--y)»4^fl— z)' , ou à B*~2Px 

-'zQy — 2AZ-4-C* ; ce qui rend cette distance presque égale & B—x. 

Si l'on Teut tenir compte de l'erreur, très-pen sensible » que cette 

formule laisse subsister , on fefa cette distance ^gale ^ B—x—' \ 

et l'on aura 

aQr+aRg- 'V ' — g* 
a«E „ ■ • 

11. PROBLÈME IL Le lieu apparent du centre de la lune sur 
le disque solaire itaU \J y dans le cas de t éclipse géocentrique ; 
en demande dans quel endroit de la terre cette éclipse paraîtra 
centrale , dans le mime instant ? 

la. Solution. I^es quantités données sont ici ^' , r' ', les .inconnues 
sont>, y t x; >1 f<*ut les déterminer de manière que f—Ot r^o. 
Les équations du n." 8 fournissent 
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■A(A—B)z='^A—x)Br> 5 



■^ A—B ' 



•près quoi on trouvera x , en vertu de *'=«:* — y^— i*. Cette solution 
nous aidera à trouver , sur le glèbe , ta courbe de l'ëclipse centrale. 

i3. PROBLÈME 111. Déterminer , dans la même si^posiiion , 
Tendrait du globe , oà Ton observe , dans le même instant , le 
centre de la lune sur un point donné du disque solaire ? 

i4- Les quantités données sont ici ^ , r ; ^' , r* ; les inconnues 
X , y , z , seront fournies par ces mêmes équations du d.*> 8. En 
y supprimant B dans A — S et s dans A— s et B^-s , on trouve 

ce sont \i les premières valeurs approchées des deux inconnues y 
et z i elles font connaître s à l'aide de s'ss^—y'—z'. Donc si , 
pour abre'ger, on fait A*=:(y'— ^)'H-(r'— r)' ; ce qui rend x égal à 
la distance des deux lieux apparens du centre de la lune sur le 
disque solaire, on aura le quarré de. la troisiime ordonnée jr^égal 

B» 
à ^^~~;;7^*i quantité que ., pour auëger , nous dëaigneions par j&*, 

et qui , pour exprimer la valeur rigonreose de j;' , a besoin d'être 
corrige encore. 

i5. À cet «iTet , on fera x^Â— * , et sachant d'avance qne « sera 
une quantité très-petite , on s'arrêtera y dans les développemens à 
sa première puissance. Faisant donc , peur abréger 

F=AS(9^~f)+iJy~B90l^ ; ' 

G=JB(r'^-^-(Jr—BrOA i 
•n trouvera 
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On pRUt remarquer qu'une erreur commis» dans x Influe peu sar 
les coordonnées y , z ; de sorte qu'après avoir détermine x , et en 
avoir déduit y tX z , à l'aide des équations du n.** 8 ; on aura une 
nouvelle valeur de s , très-approchée , et beaucoup plus exacte que 
la précédente, en faisant s= \/c^^'—z'. 

16. PROBLÈME JF. On demande Féquation de ta courbe , tracée 
sur la surface du gloie, où l'éclipsé paraît dune grandeur deimée\ 
^ett-à-dire , où le centre de la lune , observé géocentriqtiement 
en L' paraît partout éloigné de celui S du soleil d'une mime quan~ 
tité f çue nous désignerons par f, tellement que f*=q'H-r*? 

17. Solution, On aura donc, en vertu des équations du n.* 8, 

'J'J'(B—sy={(J—x)B^'—J(^^—B)xY+{(J~s)Br'—A{J-S)zY. 
Combinant cette équation avec celle du globe , savoir : s^'+^'-^-z'ssc' , 
on pourra en tirer celles des trois projections de. la courbe demandée, 
faites sur les trois plans principaux , et dont la forme » très-cora- 
pliquée , nous annoncera d'abord une courbe i double courbure. 

18. Le cas le plus simple serait celui où les centres de ces trois 
astres seraient sur une même ligne droite ; ce qui ferait du centre 
du soleit le lieu g^ocentrique de celui de la lune. Ayant alors 
f'sso, r*ssot Im deox équations du n.* 8 deviendront 

d'oà U résultera l'équatioa 

^i ne renferme plus que la seule inconnue m. Eflectivement , dans 
ce cas y U courba demandée est un petit cercle du globe perpen- 
diculaire à la ligne des centres , et dont il reste k déterminer la 
distance au centre de la terre ^ moyennant l'équatioD qu'on vûnt 
ie trouver. 

tQ^ Faisant r pour abréger^ 
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. (B— .■) ^. „. 
la solation de notre équation du second degré donne» 

Pour que la solution soît possible , il faut que jR* aoit une quantité 
positive ; il faut donc qu'on ait 

(A-m-" . 

«u bien , en supprimaot S Auïs A^B et «* -dan* £'— «* , 
, Ac 

conclusions évidentes d'ailleurs. 

so. Pour- donner une solution , au moins approximatire , da pro- 
blème général, supprimons, dans les deux équations du n.f d^j? 
dans A — B , et x dans A — x et B-^s ; elles deviendront ~ . 

S^=Sç'^Ay , Br—BT'—Axi 

d'oÎL l'on tire , en ajoutant les quarrés de part et d'autre , . 



équation de la projection de la courbe demandée , faite sur le plan 

mené par le centre de la terre , perpendiculairement & la ligne de^ 

centres. 

' 21-. Cette équation- appartient \ en cercle ayant pour rayon 

— , «t dont It centre est éloigné de l'axe des jr, de -j dans le 

sens des jr , et de — dans celui des z. La courbe en question 
est don« celle qui résulte do l'intersectÎMi de la sphère et dn cy» 
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lindre droit. Tant ^e l'axe du cj'Iindre passe par le centre dt U 
sphère, celte intersection est un cercle, perpendiculaire sur l'axe; 
c'est le cas que nous avons examiné prëcédetnment. Dans tous les 
autres cas , ce sera une courbe 3i double courbure. 

22. Des trois axes principaux aux(]uets nous avons rapporté jus- 
qu'ici le lieu de l'observateur, celui des jr était diqgd'Ters le centre 
du soleil ; celui des y était perpendiculaire- au premier , dans le 
plan de l'ëcliptique ; et celui des z perpendiculaire aux précédeos, 
était dirigé vers son pâle. Pour nous rapprocher des longitudes et 
des latitudes géographiques, nous introduirons trois nouveaux axes 
rectangulaires , ayant encore leur intersection commune au centre 
de la terre , aBn à'j rapporter nos trois nouvelles variables que 
nous désignerons par les lettres majuscules X, Y, Z* L'axe des 
K sera dirigé vers le point d'équinoxe du printemps ; l'axe 
des Y sera dans la colure des solstices et dirigé vers le 90.*** 
degré de l'équateur ; enfin , l'axe des Z sera dirigé vers le pdie 
de ce grand cercle. 

a3. Le triangle sphérique tri-rectangle que j'ai nommé orthoidrfj 
est le représentant de tout système de trois axes rectangulaires entre 
eux. Leur point commun d'intersection est le centre de la sphère ,' 
dont la surface comprend huit ortboèdrea. Si d'un point I , pris 
dans l'espace », on mène au sommet commun une droite que nous 
prendrons pour unité , et qui fasse avec eux les angles « , ii , y i 
en aura trois triangles-rectangles , dont les bases , Cos.* , Cos.ii , 
Cos.y , seront les coordonnées du point I , rapporté à nos tcoîs axes 
cectaogiUaires. Ces angles seront remplacés dans l'orthoèdre ^ dont 
nous supposons Us trois sommets A , B , C , par les trois arts de 
grands cercles AI , BI , CI , menés du point I aux trois sommets 
de l'orihoèdre ; ainsi les trois lettres x f y , g, employées pour dé- 
signer les coordonnées de I » seront équivalentes k Cos.«, Gos.j», 
Cos.y. 

a4- En regardant l'orthoèdre k/h'C/ (6g. 2), comme. le repré- 
sentant du système des trois axes rectangulaires que nous avens 

employés 
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.employas juiqa'iei , on pourra prcodre le i:6tê A^ ponr. le plan 
de l'ëcliptique, le troisième sommet G'' pour le pôle de ce plan, et le 
sommet Â' pour le lieu apparent du soleil . vu du ceirire de la terre , qui 

.est le même que celui de l'otthoèdre. Prolongeant le côté A'B^ jus(iu'au 
point d'arîes qui est ici désigné par A , et menant sur la surface de la 
sphère TarcvAQ, , faisant avec AA^B* un anglo égal à l'obliquité de l'é- 
eliptique , le grand cercte dont AB fait partie pourra représenter l'é- 
quateur. Il ne- restera donc pUs qu'à prendre Tare AB égal à un 
quart de circonférence > et assigner l».position du point C , pôle de 
cet arc, pour avoir, dans le nouvel ortlioèdre ABC , le représentant 
du nouveau systôme de coordonnées que nous avons désigné d'avance 
par les lettres majuscules X, ¥y Z. 

. 25. Soit * l'obliquité de l'écliptique , et m l'arc KK' , longitude 
da soleil au moment de Tobserralion. Menons des trois sommets de 
l'un des deux orthoèdres aux trois sommets de Kautre des arcs de 
grands cetcles , qui ne sont pas exprimés dans la figure y mais qull 
«st aîsë d'ima^ar ^ on aura 

aA'=- ; tfûx£A'=Co5.iSra.- , tfw.CA'=SînjSin.- , 

'AB/^go^H-- ; £'<>j.BB'=ïCos..Cos.- , £'wXB'=Sin..Cos.- , 
AC'=9o" ; BCsso^H-^ ; CC'^i . 

3£> En vertu da n." 3^ , on aura , pour nos deux ortbo^d^es, 

x^CosJlI ,. X=iCos,Al » 

y=Cos.B'l ; r:^Cosm , 

«=<7<ïj.C/I , Z=iCes.Cl - 

Kesfe donc i passer , avec facîKtë , de l'an de nos deux systèmes 
de coordonnées à l'autre ,' ce qui sera l'objet da théorème suivant : 
37. THÉORÈME, Désignant par y , q,r, les coordonnées d tut 
point quelconque A duns sitrface sphérique , et par p' , q', r' , celles 
d'un autre point quelconque B A /« mime surface ; h eosinurd» 
Tom. VI, X3. ■ 
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fare de grand cercle AB , compris entre ces deux points , sera 

Cos.AB = pp^+ (iq'+"f'' 

38. En combinant ensemble les formules des trois derniers n.""', 
on aura pour rësiillat les six égalités qui suivent , lesquelles ren- 
ferment la solution du problème qui nous occupe , 

*=H-XCos.-+rGos..Siu.-+^Sîn,.Sin.- , 
y=— A'Sio.»+iXk>s..Cos.-+^Sm..Co5.» , 
z- ~rS\a.t 'hZCos.t i 

et réciproquement 

X^xCos.m '^^Sin.* , 
J'=jrCos.fSin.«-)-X^^<*^3***~''2Sin.( , 
^=::rSiD.tSio.«+ySiil.iGos.«-|-2Go$.i , 
2g. L'angle que fait , dans an inilani donné , le méridien d'un lieu 
arec le colure des ëquinoxes , est ce qu'on appelle tfjr^njzon ^r0/V« 
du milieu du ciel, ascension droite du méridien , oa angle horaire 
de tiijuinoxe % et , comme , dans toute cette analise , l'un de ses deyx 
c6tés sera toujours le colure des équinoxes , nous le nommerons 
simplement angle horaire. Au moment du midi vrai , l'angle horaire 
sera donc égal 1 l'ascension droite du soleil. £t si l'on désigne par 
A l'ascension droite du soleil au midi vrai d'un certain jour, et 
par ^^ ce qu'elle sera au midi vrai, du jour suivant, l'angle horaire 
aura augmenté , pendant cet intervalle de Z^o*-{-A' — A -, quantité 
que, pour abréger, nous désignerons par «, Comme de plus celte 
augmentation sera proportionnelle au temps , il s'ensuit qu'en pre- 
nant pour unité la durée entière d'un jour solaire , l'angle 
; horaire , an bout du temps / . consîdi^ré comme une fraction quel- 
conque du jour sera égal A-\-»t. 

3q. Si d* plus on désigne par D la di/Tërence angulaire entre le 
méridien dont nous parlons et un autre méridien du globe situé à 
son orient} l'angle horaire au moment du midi vrai étant A pour 
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le premier des deux, U sera pour le second, dans le même instant^ 
^eal à J+Di et, après «ne fradion de jour exprimée par /, il 
sera A-^-D+'t / en «onseryant à • sa sîgnificalion m=Af—J+3So''. 
Ainsi , désignant généralement l'angle horaire par ^ , on aura 

3i. L'autre angle qui sert à déterminer la position du heu de 
l'observateur, par rapport i nos trois plans principaux, c'est la la- 
titude du lieu t nous la désignerons par x. L'angle x est une quantité 
constante pour chaque lieu de la terre ; l'anglej. est une quantité 
Tariable qui , pendant sa roUtîon , varie proportionnellement au temps. 

33. La Ungente de l'angle horaire est, dans tou* les cas. égale à 
— ; et , dans la supposition d'une terre sphérique , U latitude \ a 

pour sinus — ; Il ea résulte 

X=:<:Gos.xCos.^ l 
y=££Gos.xSin.^ , - 

'^=*Sinji. - 

Moyennant ce$ formules , on aura , pour chaque instant , les eoop? 
données X, Y ^ Z St tout lieu dont «n connaît la iMÎtude, . Le* 
formules du n.*^ a& nous aideront à en déduire les coordonnées :r, 
y,z, qui se rapportent immédiatement & la phase de l'éclipsé, 
et qui pourront servir dans l'application des formules du n.* 8. 

S3. L'applatissement de la terre , si toutefois on veut y fairft 
attention , dans les calculs sur les éclipses , apportera quefques'Ié- 
gères modifications à noii formules. Eln conservant la lettre c pour 
désigner le demi. petit axe.fiC du globe (fig, 3) : et en nomn^nC 
a le grand axe AC , la latitude da point M ne sera plus l'angle 
ACM } ce sera l'angle ARM que fait le grand axe ÂC avec Ta 
normale MA. En supposant de plus aux méridiens une forme ellip- 
tique , on aura 
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CP = — — - — , FM = 



iCoï.'A+c'5in.»X ' 



La ligne PM est toujours la même que l'ordouDée Z , tandis qu« 
CP est identique ayec \/X'+lt^. 

34. Si, ea faisant ^jr=£-^«, on s'arrête, dans les déreloppemcns , 
aux premières puissances de • , on aura - 

CM=c+*Cos.»x , 
* CP=rCos.x+-Co9A(3— Cqs.'x) ; 
PM=£Sin.x-^»Sin.xGos.*A ; 
et» en mettant ces deux expressions 1 la plate de rCos.x et de 
tfSîn.A, on pourra encore emplover les trois formules du n." 33 t 
même dans la supposition d'une terre sphéroïdiqne. 

35. Le calcul de l'éclipsé géocentrique. n'a aucune diiEcoltë, II 
faudra déterminer , pour chaque instant proposé , les coordonnée* 
SN''=^', "S'h-'—r^ (6g. i), du lieu géocentrique du centre de la 
kine sur le disque solaire. Ayant déjà désigné par £ la longitada 
411 soleil, soit 9 la longitude de la lupe« et ^ sa latitude,* on «un 

y'=^n'ang.(*— «) r'Œ.^ang.l : 

ce sont ïk les râleurs absolues de ces poordonnëes. Font avoir leur» 
râleurs angulaires , exprimées en minutes et secondes du cercle dpnt 
^ rayon est v/> , il faudra diriger par A ; on aura ainsi 

y'=»— ■ ; r'ssl , 

36, Dans llntenralle d'un midi h faotre » la longitude du soleil 
croit proportionnellement au temps. Dans U connaissance des temps , 
année 1816, Je trouve cette longitude 

Four le 18 novembre , h midi i8o*+56*.4'. 2" . " 

Pour le 19 novembre , à midi i8o*+57'.4^48" 1 
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Comme les deox diffërences du tS au 19 et du 19 ati ao sont 
rigourflusement ëgates , la simple progression arithmëtique suffit ; 
ainsi , la longitude du soleil , au bout du temps / , comptée depuis 
le midi vrai du 18 , en prenant pour unité la durée 4' un jour solaire, 
Bwa «= i8o"4-56".4'.2"+364o"/. 

37. Il n'en est pas de même de la lune , dont les inégalités , 
pendant ce mâme intervalle de temps , sont déjà très-sènsibles. Là 
longitude de cet astre est égale à sept signes , plus 

Le 18' à midi i3*. 8'. 9''= 47289" , 

Le 18 à minuit 20 -.32 .49 ~ 7^9% « 

Le 19 à midi 27 .54 .4^ =ioo48â , 

Le 19 \ minuit 35 .i3; 6 =126786 . 

Xifi premier terme de la colonne est 47^89^^ ; sa première diiféreucs 
çsl -+•26680''' ; sa seconde difiCétence est — 164'" ; et sa troisième 
différence est — 5i''. Ces deux dernières sont tiès-aensibles encore. 
Les quatre valeurs sont comprises dans la formule 

•=7'+47a«9"+55490''/— 336"/»— 68"/» ; 

il faudra s'en servir pour trouver , avec précision , les valeurs dei 
longitudes intermédiaires. 

38. On trouve de même la latitada de la lune 

Le 18 i midi. ;.*;.. a». 4'.36"=7478" ; 
Le 18 \ minuit. ..... i .a5 ,54 =s5i54 , 

Le 19 i midi 4^ «^S 1=2758 | 

' Le 19 & minuit. . . . > . 5|.34 = 334 . 

Le premier terme de la colonne est 7476"; sa première diiTérMo* 
est — 2322" j la seconde est — 74" » la troisième est +46". Elles 
poQs font connaître les valeurs exactes des latitudes iotermédisïres, 
fif moyen de la formule 
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39. Pour noiu âébarFauer de l'emploi de ces polynômes , il îtu.- 
dra resserrer les Uiuites du temps. L'éclipsé est comprise , pour l'ob- 
serraleur de Berlin , entre huit heures du matin et midi , temps 
vrai de Paris. On troure , i l'aide de no» fonnnles , qu'à huit-heures 
du matin y la longitude de la lune sera iSo''-^5i'*.2'}'.4^' ^ et sa 
latitqde 59^.23^'. A midi vrai du mime jour , sa longitude sera 
i8o''+57''.54'.45''', et sa latitude i3'.a4''. Pendant cet inlerralle de 
quatre heures / sa longitude aura donc changé de 3*^26^.57''', et sa 
latitude de i3''.24''^ Â ces mêmes huit heures du malin, la longitude 
du soleil aura été i8o*+56*'.54'.35/', elle aura donc changé , jusqu'à 
midi vrai du même jour> de la'.'j" -^ ce qui nous permettra d'ex- 
primer nos trois quantités angulaires par de simples binâmes, de la 
forme A-\-Bt. On aura donc alors , en prenant l'intervalle de quatre 
teures pour Panîté du temps / , lequel sera compté depuis huit 
heures da matin , temps vrai de Paris , 

-z=i^o»+56°.54'.35^'+ €07"/ , 
,= i8o''+55«.27'.48"+88i ^"t , 
*= Sg'.aa"— 804"^ ; 

f'=t— •=— 5207"+8aio"/ , 

W= I =+3563'/— iol'ft . 

'40, n nous Mra donc permis de supposer , «i> général^ f=Jlf-fn' ; 
rs=JV+Bi; les facteurs numériques ilT, A", m , » , étant immé- 
diatement donné» par les tables. Dan» le cas de l'éclipsé de i8t6 , 
«a aura donc 

if=— 5207/' ; 77i=-4-aaio" > 

/r=-f356a'^> »=— 8oi". ., , 



donc 
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* Le temps /, exprime en fonction de l'IntervaHé de quatre heurei* 
sera compte depuis hait heures ^u matin , tea^ps vrai de .Farta. 
^i. Le moment de la conjonction estindiqvié par ^^o, d'où il r&ulte 

'=— — . Dans r^lipse gëocentrique d« i8i£ronuira/cso, 634a26; 

la conjonction arrivera donc \ io^.32'.i3^'' 'du matin;Ja latitodé de 

la lune sera alors jcequl fait, dansle cas actuel ;3o5a'^ ou 5^5o" 

42. La plus courte distance apparente des centres, vue de celui 
de la terre , indiquera le milieu de IVcUpse géocentriqae; elle répond 

^/= — ; elle sera ëcale à - . - - ■ ■ Dans Nctîpse :de 1816, 

00 aura /=o,670286 ; ce qui répond ii io*.4o^5a^' >* et elle jcia 
égaleà3o37''=5o'.37''. 

43. Le jour de l'éclIpse , les deux demi-diamètres appareils du 
soleil et de la lune seront respectiTement 973'^ et 7^7''' } ce, cpii 
donne pour leur somme 1360''. Comme -ceite somme est beancosp 
plus petite que la moindre distance gëocentrique des'deux centra, 
en Toit qu'il n'existera pas d'ëdipse gëocenlrique ; le ceDtre,;de.Ja 
terre ne pouvant entrer ni dans l'ombre de la lune , ni même dwis 
sa pénombre. Cela n'empêchera pas de déterminer, pour chaqpo 
instant , les deux coordonnées ^ ,t'; maïs , quelque valeur qu'on suppose 
à / , le lien apparent dn centre de la lune sera toupurs beattcoup 
au-delà du disque solaire-; l'éclipse, en effet, ne- sera visU>le q^a 
pour une partie de l'hémisphère boréal du g)obe. 

44- Ou trouve , dans la connaissance des temps y e% en emplc^adt 
une interpolation convenable, que le 19 novembre , à 10 beocea 
"du matin, temps vrai de Paris , le demi-diamètre apparen|..do soleil 
' est de ^•jy'4 t' et celui de la. lune 987'^*' Ëd supposj^t'Ie.rftycn 
de ta terre égal i l'unité, c,elui du esleil sera, 11 1,48, et celui de 
la lune 0,373 ( LalAUDE , abrégé d'astronomie ). Divisant les 
premiers nombres par les derniers, on aura les parallaxes horizontales 
au moment du milieii de l'éclipse géoceptrique ..fouriJe^uel-^ fjjyit 
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prendre ici celui de la plus petite distance apparente des centre», 
elle sera 8^^7345 pour le soleil et IBi^^ pour La lune. Passant de 
là aux distances réelles, on aura 

La première Â=s 33€i5 j Log.^=4,373i879 ; 

La seconde ^=57,0765; Log.B=i,756o767 . 

45. Les ascensions droites du soleil, au midî vrai du 18 et £it 
19 novembre , seront , d'après les tables. 

Au 18 -rf=i8o"H-53''.44'.a8'' > 

Au 19 . . i . . A'=ïBo--^54 4l . 2" . 

La différence est i^.a'^4'^ ou 3754". On aura donc •:=36o*'+ 
3754", ce qui rend l'angle horaire ^=233'.44'.38"+(36o'+3754//yi 
le temps ëtant compté depuis le midi vrai du 18 novembre , et 
exprimé en fraction d'un jour solaire. Pour établir de la conformité 
entre nos formules , il vaudra mieux prendre llntervalle de quatre 
. heures pour unité de temps , et compter depuis huit heures du matin. 
On aura alors ^=i74'*-3&'.36''''-{-2i6626'''/. Pour tout autre obser- 
Tfttenr, placé k l'orient de Paris, il faudra ajouter à cette formule 
la différence angulaire des méridiens , que nous avons désignée par 
f). Pour Berlin , on aura D=: 1 1 *.3'' , faisant en temps 44^*8^'< 

46. Pour donner une application de nos formules , poursuivons 
Tëclipae du 19 novembre d'heure enheure, depuis huit heures du maUn 

jusqu'à midi , en supposant l'observateur placé à Berlin , qui a pour 
bauteur du pôle, Ji=53".3i'.45'^ La lettre t se rapportera toujours 
au temps vrai de Paris. Il faudra commencer par ç' ,r* ^ coordonnées 
du centre de la lune , observé du centre de la terre. Elles formeront 
ideox progresHons arithmétiques , ayant pour leurs premiers termes^ 

.Celle de ^ . . : ; ■ — Sao?" , 

Celle de 7^ . ; ; ; . +356»" -p 

tt pour Jeui diAérence» , 

celt^ 
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Celle ie f' +2o55" , 

Celle de r' — 30l" . 

Les longitudes du soleil et les angles horaires formeront aussi deu^ 
progressions arithmétiques , ayant pour leurs premiers termes. 

Celle de la longitude a36.'5<'35" , 

Celle de l'angle horaire ...... i»5.«38'.36* ; 

cl pour diffiirences 

Celle de li longitude • . . . . 2'.3a" y 

Celle de l'angle horaire i* . • . l5.'*a^3^' . 
.Voici la table ', 



Temps. 


9' 


r' 


•=180"+ 


^=189°+ 


8«. 


— 5ao7" 


+3563" 


56«.54'J5" 


5'.3«'J6" 


9- 


— 3i54 


+336r 


56.57. 7 


20 -it .12 


10, 


•^iiea 


+3i«a 


56 .59 .39 


35 .43 .48 


n. 


+ 95o 


+=959 


57 . 2 .11 


5o .46 .24 


13. 


+3oo3 


+2758 


S, . 4 43 


65 .49 • 



47- La latitude connue de Berlin , et les angles horaires q^u'on 
Tient de déterminer, conduisent aux coordonnées X, TyZ , moyennant 
les formules du n." 3a ; ensuite de- ^uoî celles du n.* 28 feront 
connaître , sans difficulté , les coordonnées s , y ,z , dont la valeur 
oiunérique est changée & cbatjue instant , en> vertu de la rotation: 
Tom. FI. 33 
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du globe , ainsi ^ae des mouvemeos propres du loleil et de la lune. 
En Toïci la table : 



Temps. 


X 


r 


X 


8.' 


0,1117453 


—0,6497894 


0,7580235 


9- 


0,2107286 


—0,5418849 


o,8i36o55 


10. 


0.277=90'' 


— 0,4087702 


0,8694922 


II. 


0,3068908 


— 0,2595157 


0,9156797 


12. 


0,2978057 


—0,1042659 


0,9490080 



48. Les coordonnas s ^ y > ' > nieDcront immédialement.^ celles 
que nous avons désignées par ^ , r , et qui détermineront le lieu 
apparent du centre de la lune sur le dîsqua du soleil , moyennant 
les formules du n.* 8 , saroir : 

Ar{B~x)^{A~x)Brf ~A{A—By . 

Comme la plus grande valeur de s de la table n'est encore qu'un 
quatre-TÎngt mitlième de A^ntiMi pouvons supprimer jr dans A— xi 
ce qui réduit nos formules & 

(B—x)<f^Bq'—{A—B)r , 

{B~xy=Br'^{A-~B)z . 
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Ces formules font connaître les valeurs absolaes de ^ , r. Pour les 
réduire en secondes, il faudra diviser À~~B par ATAa^.\" ; il ca 
résultera le quotient 205767 ; et , en désignant ce quolient par 
n , on aura 

{B—x)q=iBq'—nf , 

{S—x)ri=.Bt'—nz . 

Ces formules nous feront connaître les grandeurs apparentes dea 
coordonnées q , r* Tues de l'oiMervatoire de Berlin et exprime'es en 
secondes. Pious arons ajootéf dans la troisième colonne de la table 
ci-jo!nte ^ la distance apparente du centre du soleil k celui de la 
lune, e'e$t-i-^ire } y'y»-!^». 



Tempj. 


1 


r 


V'j-K- 


8.» 


— 3«68" 


+85o" 


=99'" 


9- 


-no4 


+4=7 


1278 


10. 


+ 375 


-2Î 


376 


II. 


+•897 


-347 


■ 9=8 


13. 


-»-3396 


—670 


3461 



49> Pour rendre cette table plus complète , en la construisant 
de quart d'haure en quart d'heure , il faudra employer Ilnterpo- 
latioD } oa aura 
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Temps. 


f 


r 


Distances des centres. 


8* o' 


—3868" 


+85o" 


399"" 


8. i5 


-2iO 


+743 


356S 


8. So 


— 30l3 


+637 


3121 


8. <5 


— I6II 


+53» 


1701 


g. o 


^iao4 


+4^7 


1378 


9. i5 


— Soi 


+3a3 


876 


9- 3o 


_4o5 


+22^ 


46i 


9. 45 


— i3 


+ 13» 


133 


10. o 


+ 375 


— a3 


376 


lo. i5 


+ 759 


-7Î 


756 


10. 3o 


+ii4i 


-167 


ii53 


10. 45 


+i5i9 


—358 . 


.541 


11. 


+1897 


-347 


1938 


II. iS 


+M71 


-433 


33lî 


II. 3o 


+3646 


— 5i5 


3696 


II. a 


+3oai 


-594 


3079 


12. 

- 


+3396 


—670 


3461 
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La méthode d'ioterpolalion que noiu avoDS employiia » pour cod»- 
Iruire cette table , sera l'objet du prc^lime qui suit : 

5p. PROSLÈBiE IK Soit y une. fonction de x, telle qua 

Pour jr=;o , i , 2 , 3 , 4 > •»*■»• î 
On aitjssi f h f c ^ d , e , ...... ; 

0» demande de comprendre toutes ces pâleurs particulières dans une 
seule formule , telle çue y=^+J?jH-Cjr'+J9x'+ .... , a de faire 
connaître la loi générale des coefficiens ^ k, B. G, D,...? 

4i> Solution. Désignons par Aa t aA'tf, BA^a, 24A*a,M», les 
première , seconde , troisième , 'quatrième , .... différences du premier 
terme de la colonne; tellement que 

A a— h — a , 

AÙ^a^c—ai-^a ; 

^A?a=d~l£-^Vh~a , 

a4à*a=e~4d+^-4H-a ï 



4n aura alors 

S=. Aa^A*a^%ù}a-^ 6A«#-H2^*a.-^M- ; 
C= A'«— 3A*a+iiA*a— 5oA»«i+.-.. ,' 

D» A*fl- fiA»tf+35A»tf— —; , 

rsi A*a « , 



Sa. X<et ooafficieiu nontfriqaes de ces suites sont les mêmes qua 
ceux des faenltës des direr» degrés. La faculté de « & exposant Ofif » 
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qui est le â^veloppement du produit jr(ar+'X*+*)(*+^(*'4~4) 
ou j:*+iojr*+35«'+5o**4-34*, a pour ses coefficiens i , lo, 33, 5o, 
24 i et tels sont aussi les nombres de la colonne rerticale des A^a. La 
série est d'un grand usage , sur-loot dans les cas où les diiFiirences 
Aa , A*a , A^a, A*a , .... vont rapidement en décroissant ; ce qui 
rend la suite A+Bx'^-Cx*-^.... très-cpuTergente ; mais le défaut 
même de cette circonstance n'ôte rien à sa gënératilé. 

53. L'appUcatign de ces formules à la table du d.* 4^ donne 

13^=— 344i6-*-2o572/— 6451»+ i8^*+ 3/* , 

i2r=-l-io8oo— 5l34^+- i3/»+ 36/*— '* , 

6/^ï4:7ï=+r7946— 3a5i/— iSSiS/'-J-jSi;/*— loagf» . 

54' Une iDterpolalion analogue , faite dans la table du n." 49 1 
nous apprendra qae la moindre distance des centres , qui indique le 
milieu de l'ëclipse , aura lien k ^.4^'.44" > temps Trai de Paris; 
ce qui équîraut \ io'.3o'.5V , temps vrai de Berlin. Une déter- 
mination générale et plus rigoureuse , sera l'objet du problème 
suivant. 

55. PROBLÈME F. On demaitdt la rJeiion générale qui esistt , 
au moment du milieu de Vicîipsê ^ ou de la plus grande phase , 
tntre le temps et la position géographique du lieu de f observateur ? 

56. Solution. L'épaisseur de la partie éclipsée est généralement 
^gale 4 la «omme de« depx demi-diamètres du solâl el de la lune , 
moins la distance de leurs centres ; le moment de la plus grande 
phase est donc celai de li m<Mndrc distance des centres. Le quarrd 
de cette distance est q*~^r* ; on aura donc , pour le cas du mi~ 
nimum , l'éqHaUon ^d^-|-rdrso. Or , nous avons a.° 8 le» deta 
^uatioos qui suivent : 

Ar(B—s)=(J^-x)Sr^—AiA'~B)z . 
lïotu aroBs de plus 
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} d'où j 

Les coordonoées gëocentriques ^' , r' sont fonctions du temps seul; 
mais les coordonnées a , y , x > sont fonctions du temps et de la 
position géographique du lieu de l'observateur , c'est-à-dire , de sa 
longitude et de sa latitude. "Elles doirent donc, toutes les trois, être 
considérées comme variables. 

57. Sn différenciant, sous ce point de vue, les deux é<]uations 
du n.* 8 , et y introduisant mai et ndi , en place 6a àg' et At* , 
il vient 

jé(S~s)dy=: iA^^Bf^s-A{A-S)èy-\-{Â^x)Bmàt , 

Mais , les équations du problème dmisant 

(B-sXAf-BfO=(,A-B)(Bf-Jy) , 

changent les dernières dans les suivantes . 

A{fi—xyi(l={A-V)(Bij'—Ay)ix . 
—A{À—B) (B—xJiy 
■+iA—xXB—xBmit , 
À{B-x)'ir={A-BXBr'—Ai)ix 
—A{A-By(,B—x)iz. 
+{A-xY.B-x)Bnit . 

58. Il no reste plus qo'îi prendre la somme des produits respectifs 
de ces deux équations par y et r , pour former la fonction ydy+rdr 
^i , égalée à eéro , doit donner la plus courte distance des centres. 
£n posant, pour abréger, '' . ■ 
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il en résultera l'ëqnatloo 

C^— B)Pd«=;/l(^— B)CB— «)(^dy+rdr)-(-4— »)(B— «)fl(»ij+«r)a. 

Sg. L'éqaation de la sphère jr*+)^H-**=o, donoe , «b différen- 
ciant xix-hydf-^zAz=Ot On pourra donc éliminer la dîfféreotielU 
dx de l'équation précédente ; il viendra ainsi 

60. En conséquence, ai Ton suppose que le moment d'une pinr 
grande phase est donnée d'avance , ce qui rend d/=o , et qu'on- 
demande l'endroit de la terre où l'observateur doit se placer , pont 
voir cette moindre distance apparente des centres sous un angle donné , 
il faudra égaler séparém'ent h zéro les deux coefficiens de dy et dz^ 
Il eu résultera les deux éqaations qui suivent : 

o=Py+A(B—x)^x , o=P£+ji{S—s)rs . 

6i> Ces équations donnent inmédiatement ~=:— ^ de sorte qu'on 
peat faire y^^hg , z^r. Les équations du n.**^ $ deviendront alora- 

de sorte qu'en faisant , pour abréger 

•o aura 

{As)Br'=Fr ; 

aran donc , au moment de la plus grande phase , quelle que soit 

d'ailleurs sa grandeur absolue ; on a touioiurs — =s -~-=s — ; d'où 

r r* « 
■ésulte le théorème qui suit :. 

Sa. 
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6i. THÉORÈME* -Les iieuir apparent du ctntre de la lune sar 

le disque solaire , fUS de diffirens points du globe , au même moment 

d'une plus grande phase , sont situés sur une ligne droite > ^ui 

passe par le centre du disque. 



GÉOMÉTRIE ANALITIQUE. 

Construction géométrique des ée/ualions du deuxième 
degré a deux et à trois variables ; 

Par M. 6ÉRABD t principal et professeur de mathëmatiqiies 
du collège de Briauçon , membre de plusieurs socié^té* 
•avantes. 



Xjk sujet dont je nie propote ici d'entretenir le lecteur a de'ja été 
tint de fois rebattu, qa'il n'est plus, pour ainsi dire, permis d'y 
rcTenlr de nouveau , hos bien préciser d'abord ' ce qu'on se propose 
d'ajouter aux ibéortes- déji connues. 

On n'avait encore , pour la recherché 4es grandeur tt direclîtm 
des diamètres prinôpaux, dansles lignes et surfaces du sccoIkI ordre ^ 
que des méthodes indirectes et compliquées, loraqo'en i8(0 je pa- 
bllai t daos mes Opuscules , l'e'quatlon dont les racines sont les quarréa 
des demi-diamètres principaux des lignes da sectHid ordre , rapportées 
à'des axes rectangolaires ; ëqualîOB que j'y déduisais de la méthode 
de masimis et minimis. 

M. Gergonne , ignorant s«is doute ce que j'avais fait sur ce 
sujet, y revint peU a^ès, par des prociidés analogues {Annales, 
t<tm.U. pag.3aS) 

Tom* Vh 34 
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Auparavant (^«Btf/M , loin. II, pag. 33), M. Bret avait doun^ , 
par U transformatloo des coordonnées , appliquiie d'une manière in- 
génieuse qui lui est propre, Tcguatiion qui conduit à la détermi- 
nation des diamètres principaux , dans les surfaces du second ordre ,. 
rapportées à des axes rectangulaires. 

En octobre i8i3 { Jnnates ^ tom. III , pag. io5 ) , fe donnai^ 
pour la première fois , l'équation aux quarrés des .demi-diamèlres 
principaux des lignes et surfaces du second ordre, rapportée & des 
axes obliques quelconques. Celte équation remarquable, ainsi que 
les théorèmes que j'en ai déduits , ont été reproduits par M. Binet 
{Journal de ï école polytechnique , XVI.' cahier , pag. Sai ) , par 
M. Hachette ( Traité dts surfaces du second degré , Paris i8i3), 
et par M. Garnler ( Géométrie analiiiqu* ^ pag. 373 ). 

M. Bret ( Annales , tom. IV , pag. g3 } , étendit ensuite ses 
méthodes au cas général des axes obliques. 

Je rassemblai tout ce que j'avais fait sur ce sujet dans un mémure 
que je publiai en i8i4(Toyez l'annonce, Annales , îi-^tKX i^\ ^) , . 
et dans lequel je m'occupai également des ligues et surfaces du 
second ordre dépourvues de centre , dont il n'avait pas encore été 
traité jusqu'alors. 

M. Gcrgonne {Annales, tom. V', pag. 61 ), a donné une mé- 
thode très-simple et trèa-remarquable , pour la discnssion géométrique 
des équations du second degré à deux eti iroîa variables, dans l'hypo- 
thète des- axe», obliquetf iaaîs'tm peut naisoDoableorait regretter que 
l'auteur n'ait point ét^u&si heureux dans la rcdierchc des longueurs 
des demi-diamètres principaux. 

Enfin , M. Bret ( Annales , tom. V , pag. 357 )r * donné une 
méthode nouvelle , asses Iwiève , et dégagée de toute application du 
calcul diiTérentiel , pour 'parvenir', dans les lignes et surfaces qui ■ 
ont un centre , et , quelle que soit la direction des axes , à l'équation 
dont les racines sont les quarrés des demi-diamètres principaux. 

Il est certes bien loin de ma pensée de revenir ici de nonvèan ' 
sur le mode de discussion employé par M. Gergoone , et qui parait 
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laisser bien peu de choses à dëùrcr^ mon dessein est' seulement, 
en admettant comme ^éjk connues toutes les vérïtës que ce mode 
de discussion ^ ou tout autre ëquÎTalent , peut faire découvrir , de 
contrer comment on peut facilement construire la ligne ou la sur- 
face dont l'égualion est donne'e , du moins lorsque cette ligne ou 
cette surface a un centre { car je ne dois pas dissimuler que, pour 
le cas où elle en est dépourvue , je n'ai encore rien trouvé d'assez 
simple, d'assez élégant .et d'assez symélriquc pour oser ici en occu- 
per le lecteur. On trouvera au surplus y dans le mémoire rappelé plus 
haut > ce que j'ai pu faire de mieux à cet égard. 



Construction des lignes du second ordre. 

Lorsqu'une ligne ou portion de ligne du second ordre est tracée 
-sur un plan, la méthode la plus simple que l'on puisse employer 
pour en déterminer le centre est la suivante : on y trace , sous une 
direction quelconque , deux ou un plus- grand nombre de cordes 
parallèles, dont les milieux déterminent la direction d'un certain 
diamètre ; on répète la même opération pour d'autres cordes pa- 
rallèles , d'une direction diiférente de ' celle - des premières ; et od 
obtient ainsi un secdnd diamètre. Si ces deux diamètres se coapent, 
la courbe a un centre, lequel n'est autre qup -leur- intecseotion ; 
s'ils sont parallèles, tous les autres diamètres que l'on pourrait 
construire leur seraient également parallèles , ella courbe est dépourvue 
de centre, ou, en d'autres' termes, elle a son eentre situé à une 
distance infinie ; si enfin ces deux diamètres se donrondent, tout 
autre diamètre se confondrait arec eux, et la courbe a une infinîtë 
de centres, situés sur une métne ligne' droite. 

Imitons ce procédé par l'analise. Soit 
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l'équatton de I2 courbe dont U l'agît ; l'angle dt» coordonnées 
4unt suppose ^y. I 

Soit x^a l'ëquation d'une corde quelconque parallèle à l'axe 
iA% y ; en combinant cette équation avec la propa«Se , celle-^i 
deriendra 

- r*+a • -5-r+ 5 =0 ■ 

les deux râleurs de y déduites de cette équation seront les ordonnées 
des extrémités de la corde dont il s'agit. Mats le coeificient du 
second teroae d'une équation du second degré , pris avec un signe 
contraire, étant la somme de ses racines, il en résulte que, pour 
le milieu de cette corde , on aura 



«n changeant donc a en :r , dans cette dernière équation » l'équation 

résultante 

sera celle du lieu, géométrique des milieux de toutes les cordes 
parallèles i l'axe des y; c'est-à-dire, l'équation du diamètre qui 
coupe toutes ces cordes en deux parties égales. 

On peut remarquer que cette équation n'est autre chose qae la 
d'érirée.de la proposée (i), prise pat rapport i/ «eulfiment; et en 
conclure que la dérivée de la même équation, prise par rapporta 
s seulement, sera l'équation du diamètre coupant en deux parties 
égales tes cordes parallèles à l'axe des f . 

11 suit de U que les équations des diamètres coupanten deux parties 
égales les cordes parallèles aux deux axes sont 
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En thèse générale ces deux diamètres se coapecont : ils seront pa- 
rallèles si l'on a 

C*—AB—o d'oà €=^"35; 
eoBn ils se confondront^ al l'on a en oalre ^ 

CB'==BA^ ou CA'=JB' 
d'où 

A' Bf 

Dans le premier cas, la courbe aura un centre; dans le second, 
elle en sera dépourvue ^ en£n dans le troisième , elle en aura uns 
inanité, tous situés sur une droite dont l'équation sera 

occupons-nous uniquement du premier de ces troii cas. 

NoQS Tenons d'obaanrer que , lorsqu'une ligne du , second ordre 
a un centre, ce centre est déterminai par l'intérsestion de deux 
quelconques de ks diamètres. Si , de ce inéme centre et d'un rayon 
quelconque, on décrit un cercle, ce cercle coupera, en général, 
la courbe en quatre points, lesquels .seront les extrémités de deux 
diamètres égaux, symétriquement situés par rapport- aux dia- 
mètres principaux ; de sorte que la droite qui divisera en deux parties 
égaies l'angle de ces deux diamètres, indiquera par sa direction 
celle de l'un des diamètres prinàpaux. Si donc oo. prand. le rayon 
du cercle de telle manière que les deux diamètres se [confondent , 
l'un des diamètres principaux se confondra ausu avec euxj e\ I^ 
rayon du. cçr^'O' sera la moitié de ce diamètre. 

Imitons «nalitiquemènt ce . procédé. D'abord la comMaaiton Aei 
équations (a) donne , pour les équations du centre 

BA''-CB' _ ABi—CA' 

*^_o-^ > y— c*^AB • W 
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£o j transportant l'origiDe, et posant, pour abréger 

c=:âb ==-^ ' (-*) 

l'équation (i) devient 

Jx*-hBf*-{-2Csy=E . (5) 

L'équation du cercle ayant son centre ^ la nouvelle origine, et 
son rayon égal à r est 

**+r'+2^J'Cos.y=r* , (6) 

JSoit donc "^y—mx l'equation du diamètre passant par l'une des 
inlerseclions des deux courbes , il viendra , en substituant dans les 
équations (5) et (6) , 

(7) 
(i+''>*+âmCoso';**=r" \ ) 

A'oh on conclura» par l'élimination de «*, 

(«f*— i)i»»4-a(Cr*— £Cos^)nï+(^r'— i^=o . (8) 

Telle est' donc l'équation qui donnera les directions des deux dîa- 
inètres qui passent par les intersections de la courbe avec le cercle 
'dotrt le centre coïncide avec lé sien , et dont le rayon est r. 

K nous supposons ce ' rayon r mdéfcrminé , uoiis pourrons profiter 
6A-8on indâte^liynation peur- faire coïncider les deax diamètres, 
lesquels- autvnt aloi's pour -direction commune celle de Tun des 
diamètres principaux ; et la valeur qui en résultera pour r Sera 
I* àwîtié de la longueur do ce diamètre. 

Il faut pour cela que l'équation (3) ait »es deux racines égales; 
e'est-l^dlre .qn'il faut que son premier membre soit un quarré. ou 
du moins puisse le devenir , à l'aide d'un multiplicateur convenable, 
indépendant de m. fin la multipliant par ^'*-£,-elle devient 
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Or > soxu cette fonne > on voit qu'elle sera un] quarté si l'on «. 

{€r'—ECos.vy={Br'~E)(Ar'~E) , 
c'est-i-dîre , 

{C*—dB)r*+E(À+B—:iCCoi.v)r'-~E*S\n.\=o ; (9) 

et qu'alors la racine de ce quarrd sera 

(Br*—E)m-+-(Cr'—ECoê.y)=.o . (10) 

La première de ces deux équations fera connaître les deux valeurs 
de 7-* , et on en conclura , au moyen de la seconde , les valeurs 
correspoodantea de m. U est difficile de penser qu'aucune autre voie 
puisse conduire aussi brièvement k la détermination de* grandeurs et 
directions des demi-diamètres coDJuguis. 

S.IL 

Conttructhn des sur/ace* du second ordre. 

Lorsqu'une surface on portion de surface du second ordre est 
donnée dan* l'espace , la méthode la plus simple que l'on puisse 
employer pour en déterminer le centre est la suivante-: on lui mène, 
sous une direction quelconque , trois ou un plus grand nombre de 
cordes parallèles, non comprises dans un mime plan, dont lei 
milieux déterminent la position d'un certain plan diamétral ; on 
répète U même opération pour deux autres système, de cordes- 
paratlèles, d'une, direction dtffére&te dételle des. jircroières ^ oa 
obtient ainsi deux autres plans di^aqébaux* ^ les tcoif plans s^ 
coupent eu un point, la surface a un centre. ^ J^quiol n'est autre 
que leur> .-intersection; s'ils 4e coupent tous Iroàs, >iiîv*in.ii une m6me, 
droite , la surface a une. infinité de «entras >ijMi4s ^ur ceUft 4rdite \^ 
slls se co^toad^Qt, elle a une infinité de ceii|rassUMéfi.,su(r l'un depi^-;. 
enfin s'ils sont parallèles » ou si lenlement l^urs int^rsectlogs deux-, 
& deux sont parallèles, la surface est dépourvu? de -ceptre ou» eqt , 
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d'autres termes, elle a son centre situé. à une distance infinie. 
Imitons ce procède, par l'anallseï soit 

IVqiiation de la surface dont il s'agit , les angles des coordonnées 
étant u , fi, y. 

Soient x=ia , y^h les équations d'une corde quelconque, paral- 
lèle i l'sxe des z ; en combinant ces équations arec la proposée , 
celle-ci deviendra. 

*"♦•* ^ Z+ ^-^ =0. 

Les deux valeurs de x, déduites de cette équation, seront les coor- 
données, parvUètes aux z, des dnux extrémités de la corde dont 
3 s'agit. Mais le coefficient du second terme d'une équation du second 
degré, pris avec un signe coniraire, étaotla somme de ses racines^ 
il en résulte que, pour le milieu de celte corde , on d<ùt avoir 

AH-^JUa-^-O» 



en changeant donc a en x tt i en y , dans cette dernière , l'é- 
quation résultante 

sera celle du lieu géométriqae des milieux de tontes les cordes 
parallèles à l'axe des x , c'est-i-dtre > l'équation du plan diamétral 
qui coape tontes ces cordes en deux parties égales. 

On peut remarquer que cette équation n'est antre c^ose qae la 
dérivée de la proposée (i) , prise par rapport & csculemeot ; et en 
conclure que les dérivées de la même équation , prises successivement 
'iwr rapporta a et y seront les équations des plans diamétraux 
conpant en deux parties égales les eordes respectivedient parallèles 
tox axes des « et des /-. 

n 
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IT suit da U que les équations des plans diamétraux coupant en 
deux parties égales les cordes parallèles aux trois axes sont - 

. Sy+Afz-i-€'x+B"=o , ! (a) 

En tb^ générale ces trois plans se couperont en un point : Us 
•e couperont suivant une mfime droite , lieu des centres, si l'on a^ 
V la fois , 

A {A''~B'0)-irB {B'*'-OA')+C {C"~A'B^=o , 

A"{A''~BfC^B"iB'*—C'A')+C»{a*'~A'B^ =o ; 

Ils se confondront en un seul, lieu des centres^ si l'on a , à la fois," 

AA'-B'C'^o , 

SB^^CW-o , AW=B'B"ss€Cff ; 

CC'—À'B'=.o , 

enfin , ils n'auront aucun point commun , et coDS^quemment la 
surface sera dépourvue de centre, ai l'on a 

ABC~AA'*^BB^—CCf*+2Aœ^a=o . 

OccQpons^oua noiqaement du cas oà les trois plans se coapeni • 
en on point 

Nous venons de voir que , lorsqu'une surface du second ordre a 

un centre , ce centre est. déterminé par l'intersection des trois^quel^ 

conques de ses plans diamétraux. Si de'ce même centre ^ et d'un 

rayon quelconque , on décrit une -sphère , cette sphire coupera en 

Tom. VL a5 
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général U surface auîraot une courbe à double courbure , nx dif- 
férens poÏDIs de laquelle menant dea rayons, ces rayons seront tes . 
ëlémens rectiligoes d'une certaine surface conique ayant même centre 
que la sphère. Mais , si l'on prend le rayon de la sphère de telle 
manière que tous ces ëlëmens se confondent en une seule droite . 
cette droite indiquera , par sa direction celU de l'un des diamètres 
principaux , et lo rayon qui remplira cttte condition sera la moitié 
de la longueur de ce diamètre. 
Imitons analitiquement ce procédé. D'abord , en posant pour abréger 

A"—BC=a , JA'—S'C'=a' , 

B"—CA=i , BB'—CU'^f , 

C"—ÀB=sc , CC'—A'B'=c' i 

JBC—AA"—BB"~CC"+iA'B'C'=i ; 

il Tiendra, (a) , pour les coordonnées du centre , 

* 3 . 

y= î • I C3) 

eC»+J'-<"+<>'B» 

'= 7— 

En y transportant l'origiDc , et faisant encore pour abréger 
«.,<'»+»B"'+ cC"'+2ii/B"C"+ib'C"A"+x^A"B"= -dE , (4) 
l'équation (i) doTiendra simplement 

•Ax'+Sf+C^+xAiyi-i^B>tx-\riC<xf=E i (5) 
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LVqaation de la sphère ayant son centre à la nouvelle orig'me 
et son rayoD égal à r , est 

:e*^'^£'+iyzOis.m^2zxCos.fi+2:eyCos,vs=:r* . <6) 

Soient donc z^smz, y=n2 les ^nations du diamètre passant par 
l'un quelconque des points de. Tiutersection des deux surfaces; il 
Tiendra , en substituant dans les é({ualions (5) et (6) , 

5 (7) 

(m»4-B'+I+2»C09.«+3OTCoS.jH-MwC03o')«'='^ i) 

à'pÎL on conclura par rélimination de z' 

5(8) 
4.a(^V— £Coa.»)B+3(B'r»-£Co5.ii>»+a(C'r*-J?Co8.y)ma=o } 

Telle est donc la relation qui doit exister entre m et n fMar ^ne 
la droite , dont les équations sont x^ms et jr=nz , soit située sur 
la surfacç du cône* On roit qu'à chaque Talcur de l'one de eeS' 
quantités répondront deux valeurs de l'autre ; ce qui rerient k dire 
que tout plan conduit' par l'origine perpendiculairement , soit au plan 
des sz soit au plan des yz » coup«ra la surface conique suivanl 
deux de ses génératrices. 

Mais , si l'on suj>pose que le rayon r ait été choisi de manière 
que toutes ces génératrices se confondent entre elles et arec un des 
diamètres principaux ; H derra arriver^ que , soit qu'on résolve l'é- 
quation (8) par rapport i ;7t on qu'on la résolre par rapport an, 
la valeur de l'une ou de l'autre de ces quantités sera unique ou , 
ce qui revient au même, se réduira uniquement à sa pajrtie.rarïoi^ 
nelle. En exprimant cette double condition » c'est-à-dire > en sup- 
primant le radical- dana cette équatic^i * résolue auccessÏTemenl par 
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rapport à in «t à n , et chassant ensuite le dénominatear , on ob-: 
tiendra , en transposaot , les deux ëqilations 

(^r*— £)bH-(CV— £Cos^)n-|-(5V'— £Cos,4)=o , ) 
(5r»— ^+(CV— £Cos.y)m4-(v<''r'— £Co8.»)=o i ) 

lesquelles nesont, au>urplus,que les démëes de (8) , prises succes- 
sivement par rapport i m et par rapport h n. Telles sont donc les 
équations qui feront connaître les valeurs de m et de n qui con- 
viennent aux diamètres principaux , lorsque toutefois r sera déter- 
minée conformément à la présente hypothèse. 

Au moyen de ces équations , l'équation (8) se simpHGe ; en en 
i^tranchant en cfiet la somme des produits respectifs de celles-ci 
par /n et n , elle devient 

(p/r»— jECoa.|S)ro-ï-(-<''''— £Coa.»)«H-(Cr'— ^=!0 . <io) 

Eliminant donc m et n de Celte dernière » au moyen de* équa- 
tions (9) , et faisant encore ui«g« des al^rériations déjà employées 
ci-dessus il viendra 

rfr'+^Cj+H-H-M'Cos.H-ai'Cos.M-ac'Ckw.^y» 

i^Sln.'— ayrf'(Cos.— Cos-isCos.).) 
-|-J5Sin.*j»— 2jB'(Cos.|8— Co5.»Co».«) r* (11) 

+CSîn.*y— 2C'(Co8.y— Cos.«Cos,ii) , 
«£i(i— Co«.*«--Cos,*#— Cos.*H-ACos.«C0s.jiCo8.y)=o . 

Cette dernière équation fera connaître les longueurs des demi-dia-' 
-mètres principaux ; on en conclura ensuite leurs directions , au 
moyen des équations (9). On conviendra encore ici qu'il d'est guère 
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pr^bmable que tout autre procédé puisse conduire au but d'une 
aaaière tout i la fois aussi simple et aussi élémeotaîro. 

Ceux qui désireroDt plus de d^Teloppemeos sur ce sujet , pourront 
consulter l'ouvrage àé']k cité sur la Discussion et la construction 
des lignes et surfaces du second ordre ; ourrag* dans lequel je me 
suis principalement attaché à faire connaître les caractères et la cons- 
truction des huit, cas que présente l'équation à deux variables , et 
des quinze cas que présente celle qui en renferme trois. 



QUESTIONS RÉSOLUES. 

Solution du IH." problème de géométrie proposé à la 
page %B de ce volume ; 

Par AI. J. B. Dcbrjuidx. 



. " ROBLÈME. t)âs trois tfmrris çit» pewent être inscrits à un 
même triangle scalène, çuel est le plus grand et yuel est le 
plus petit ? 

Solution. Il est évident que ce problème se réduit aa suivant : 

Des deux çuarrés inscrits çui reposent sur deux côtés inégaux 
dun même triangle, .quel est U plus grand et <}uel est le plus 
petit? ^ 

C'est donc sous ce point de vue que nous allons le résoudre. 

Soient a^ h , c les trois côtés' d'un triangle \ a' , h' les pcr- 
pendiculùres abaissées respectivement sur les directions de « et ^ 
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des sommets opposés } et j: , y les côtés des qaarr^ inscrîtc ; ra^ 
posant respectWement sur a ei h comme bases. Soient enfia r le 
rajoD du cerele circonscrit , et / Taire du triangle. 

U est d'abord évident que a et y seront déterminas par Its 
proportions 

tf':tf::(a'— *) : * , 









i':l::^i'-X):r: 


detfndlei 


OD 


tire 




Or , on t 






3t=tul=.hh> ; 


d'ol 









donc mcon , tn anbstituant ; 



t' 



alf 



Enfin on • {'Aj^cst, de Felg> à la gèom, de'LiCBOiX) 

r=— -, d'où a/=— î 
donê enfin 

Ces deax raleors ayant le même nomératear , nous jageiona de 
leur grandeur relative en comparant leurs déooininateun ; «r , 
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et , comme c nk peut jamais surpasser zr , il s'ensait que cette 
dUTércDce «uÏTra le sigae de 0— j ; si donc 00 suppose 0>3, oa 
aura aussi 

et consëquemment 

aÎDs! , des quarrës inscrits qui posent sur deux edt^ d'un triangle; 
le plus petit est celui qui pose sur le plus grand de ces -deux 
côtés<- 

II est aise da conclure de U que des trois qaarrës inscrits Ik an 
mime triangle scaltoe , le plus grand pose sur le plus petit tCti , 
le moyen sur le moyen et le plus peUt sur le plus grand. 

Si l'on demandait dans quel cas deux de ces quarrés sont égaux » 
on exprimerait cette condition en posant 

(ar— f) (d-3)=Q j 

ce qui donne «=i on c^zr ; ainsi cela a liea , i.* lorsque le« 
côtés sur lesquels reposent ces quairés sont ëgaui^; a.* lorsque ces 
câtés sont perpendiculaires Tnn à l'autre. Dans ce denùer cas | Ici 
deux quarrés se confondent. 
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QUESTIONS PROPOSÉES. 

Théorèmes de Géométrie sphérîqite, 

X. oi trois cercles se coupent sut une sphère; les trois arcs de 
granch cercles qui joindront leurs points d'intersection deux 4 deux 
concourront en un mime point. 

II. Si on mène \ trois cercles d'une sphère , pris deux \ deux^ 
des arcs de grtnds cercles tangens , tant extérieurement qu'intë- 
rieurement ; les trois points de concours des arcs tangens extérieurs 
servnt situés sur un même grand cercle ; et les trois points de 
concours des arcs tangens intérieurs seront tieux \ deux sur un 
même grand cercle avec l'un des premiers. 

TrfMème de , statique. 

TST' ( fig. 4 ) ^3' ">* levier coudé , recliligne , de forme bra- 
riabifl et sanS' pesanteur , ne pouvant se mouvoir que dans un m£me 
plan, autour du p6fht fixe S. AB , A'V sont deux jdroites ^es et 
indéfinies , données de position dans ce plan. Eafin C , C** sont les 
, centres de deux cercles pesans et homogènes de rayons et de poids 
connus > assujettis k poser i la fois , et respectivement sur AB et 
Jif^ et sur les bras de levier ST et ST'' , et libres d'ailleurs de 
tout obstacle. On demande les conditions d'équilibre de cette ma* 
chine , abstraction faite du frottement t 
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DÉCLINAISON. DÏS PLANÈTES. 173 

ASTRONOMIE. 

Sur la dédinaison des planètes î 

Par M. le professeur Kramf , doyen de la &culté àsi 
6ciences de Strasbourg. 



L Ljea d^lînaiMiu des planâtes , consigoëe* dans nos éphëm^des , 
forment des séries iris-irrégulîères , et dont il parait fort dlfficiU 
de dëtenninerla loi. Prenons ponr exemple les années tSii, 1812, 
i8i3, 1814 > iôi5, qui sont les cinij premières de la décadft 
actueUe. 

Fendant ces cinq-années, la déclinaison d'I/raniu a été constam- 
ment australe; et on peut remarquer que, pendant une partie de 
Tannée , elle a passé sans cesse de sa plus grande valeur à la plos 
petite, et que pendant l'antre, elle a repassé de la plus petite à 
la plus grande. Les plus grandes déclinaisons étaient renfermées 
entre les limi|«s i7*.6' et at'.az'} celles des moindres déclinùsons 
ont été tS'.^V et 30*.43'î la planète a'est donc écartée dn plan 
de l'équatenr. 

La déclinaison constamment australe de Saturne a fait des os- 
cillations semblables; aes plus grandes '^déclinaisons ont diminué de 
àZ^jB' k ig'.^o'i les plus petites ont diminué de même depuis 
31^.54' jusqu'à i7*.45'} la planète s'est dono rapprochée de 
l'éqaateuT. 

La déctinuson de Jupiter a é^ boréale pendant les quatre année* 
,f8il, i8ia, i8i3,i8i4*Le 16 novembre de cette dernière année, 
Tom. ri, B.» FJ, I." dicemhrs i8i5. a6 
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la planète a traverse le plan de^ Téquateur ; le 9 ATril iSiS; elle 
Fa repaaaé une secoode fois ; et le 9 juillet de celle rotme ann^e,' 
elle est redescendue de nouTeau dans l'hémisphère australe. 

Mars a traversé cinç foîs le plan de l'équateur; savoir, le i.*', 
février et le aS octobre lOia; le i." janvier et le 7 octobre i8i4> 
et le 10 juillet i8i5. Lcs.iDlerv^Ues de tempii de l'un de ces passages 
à l'autre ont été successivement 266» 433, 280, 376 jours; nombres 
4oDt .l'inégalité oe saurait dépendre drl'ellipticité de l'oritite. 

Venus a traversé le même plan douze fois ; et , en exprimant en 
jours les intervalles de temps d'un passage 4 l'autre , on trouve les 
nombres 4jui suivent: 181, 142,26s, t48, 244i i54> 4^ , 52, 
i49i 145* i53. L'-excentricité presijue insensible de l'orbite de 
Yénus n'a rien de commun avec l'inégalité de ces nombres. 

Ces mêmes intervalles sont encore beaucoup plus inégaux pour 
Mercure qui , pendant ces cinq années , a traversé seize fois le plan 
de l'équateur. La recherche des lois qui lient entr*eux les termes 
de ces séries irrégulïèrcs dépend du problème suivant: 

2. PROBLÈME. Connaissant hs ilimens àe Torlite d'une pU' 
nhe, on demande ferpreuion géniraîe de sa déclinaison , pour ua 
temps fueicon^ue proposé f 

Solution, Soient EZT l'écliptique (% 1 ) S le soleil; T la 
terre; SE la ligne des équinoxes; SIfQ la ligne menée dusoleil 
au nœud ascendant de l'orbite de la planète : oett^''^J%niière étant 
supposée en M , élevée au-dessus du plan de l'écllptique. Abaissons 
de M sur ce plan la perpendiculaire ML^ et sur 'la ligne des 
nœuds la perpendicdlaire MN. Menons de plus , dans le plan 
même de l'écllptique , la ligne TL dont le prolongement rencontre 
en Q la ligne des nœuds et la ligne LN; ensuite les deux rayons 
vecteurs SM, ST , et enfin la ligne TM , de la terre Ti la 
planète M. Quant aux lignes auxiliaires, remarquons que S Z«st 
parallèle à TLQ; que TO est parallèle à LN , et consëquemraent 
perpendiculaire comme elle & la ligne des nœuds S Q; et qu|enfin 
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XjH éat parallilc. Jt cette même ligne des noeuds , et conséquemmeat 
perpendiculaire à TO. 
3. Cela étant, soient 

^,... l'angle JJ^M. , inclinaison de l'orblle ; 

>..« l'angle ESN, longitude du nœud ascendant; 

«..„ t'angle EST» longitude faëlioceDtrîqoe de la terre; 

■..., l'angle MSN que fait le rayon Tccteur de la pluite avec 
la ligne des nœuds ; 

a..,, la ligne ST^ rayon Tecteur de la terre; 

r.... la ligne. SM, rayon recteur de la planète; 

Z..» l'angle £SZ , longitude g^oœntrique de la planite | 

Z'.... l'angle MTL, latitude géoeentrique de la planète; 
>— Z,... l'dngle NSZ que fait là ligne des nœuds aree SZ, ou avec 
sa parallèle TLQ. 

4. Les éiémens dç l'oriiite de la planète étant supposés connus» 
les ctcux rayons TCcteurs «, r, de même que les angles ^, /, # 
m , seront donnés de même. Par leur moyen , on exprimera les angles 
^—1^ et JJ de la manière suivante 

Tang.(*-i)= ''^C»-^>-^<^^"-' 

5. Pour abréger, désignons par B> la somme des qtfarrés do nu- 
méralenr et dn dénominateur de la première de ces deux fractions, 
de celle qui exprime la tangente de l'angle ;— Z. On aura ainsi ; 

^Sin^^Z)=«Sin.(#-/)-rSin.#Co8.j» , 
flCo8.(^-Z)— rCo8.««— flCos.(*— ^) . 
On trouvera de même, \ cause de Z:=>— (j_Z), 

.««ii.ZsîrSln.>C<».H^C«.>Sb.«'C08,^-«Sid^ , 



DigitizedbyLjOOQlC 



176 DÉCLINAISON 

^oai;=rCo».^8.*— rSin.^iD.*C<».ii— flCos.* ; 
et enfin 

flTang.£'=rSin.»Sin.^ . 

6. SoU , en second Heu , f* \\ somme des ijoarr^ des deux tennes 

Ae la seconde fraction , qui exprime la tangente- de la latitude géo- 

centriqae V , a\x A*^r*Siri.*'Sin.'^. On trouve, en d^Teloppant, 

/•=«»— 2jr(Co8.(#—>)Cos.H-Sin.(s—>)Sin.«Cos.^}H-r' j 
la lettre / dësîgoe donc la ligne TM , distance de I* terre à la 
planète. 11 en résulte 

ySini/=rSin.^ÎD.» , /Cos.£':£J! . 
•j. Nous avons fait connaître ailleurs les formules par lesquelles 
on trouve l'ascension droite et la déclinaison d'ua astre , dont on 
connaît la longitude et la latitude. Soient ( fig. 2 ) EX l'éqnateur, 
£Y r^cliptiqoe , S un astre quelconque ; soit de plus « l'obliquité 
de l'écliptique , ji l'ascension drsite EA. , A' la déclinaison SA. . £ 
la longitude EL , 1/ li latitude SL ; cette dernière étant supposée 
Iraréale. Qn aura 

Sin./tf'=Sm.<Sin.ZCosJ/+Cos4Sio^ . 

8. n ne reste qu'i développer cette expresnon « pour avoir celle 

de la déclinusoB ; an bout d'un temps donné ; on trouvera (4, 5| 6 ) 

f^ikM>«.«S<n.ffCM.iS)n.«&».il8in.*f8iD.«Siii.jSCo(.*}-«Sin.lSiwf 
SiOu4'= ' -- > " ■ ■ ■' ' , ' -'" ' ' .— .— - , 

9. On simplifiera cette expresuon, en introduisant un angle h, 
tel que 

^°*"*" CM.JSin.fCoi.M-CoirfSii..il ' 
An aura alors 

„. ^, rSiu. >Siii.<A4-*)— «Si n^SiB-l 

«">-*'= 7^ "•^'"- • 

10. Le «oleil étant rapporté au centre de la sphère 1 soit FS le 
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grand cercle de celte sphère détermina par l'orbite de la planète }' 
ce grand cercle coupant IVquateur en F et l'^clipllgue en B, et par 
con^uent BS étant l'argament de la latltade ES la dbtance i- l'é~ 
guinoxe et B le ncead ascendant; Fare BF sera ce que nous aront 
désigne par A , et l'argument de latitude BS sera « ; on aura donc 
-. ., rSin.BESinJ'S— «Sin.BFSIn.* „, 

î''°-^'= ^;5f •«■»- ■ 

II. Comme l'angle iS , on l'inclinaison de l'orltite rera réclîptique, 
est un angle très-petit , pour toutes les planètes de notre système 
solaire , on voit que ' l'arc \ ou BF ne saurait diiFërer l>eaucoup de 
l'arc i- ou BE, qui eit la longitude du nœud. On trouve elFeeli-. 
▼ement Tang.(j— a) égale, i peu près , & Sih.^Sïn.^Cos.) ; .ce qui 
rend cette différence angulaire sensiblement proportioilnelle au lînus 
de l'inclinaison de l'orbite. Si la planète se mouvait entièrement dans 
le plan de l'écliptique , on aurait exactement a=i, et le unus d* 
la dëelinaison de 1» planète t ou Sin^^'^ se trooTerait évn,. 

g. .. rSin.fH-»)— «Sîa# _ 
oin.^'=s -.■■■■ — ■ . — ..^ . 5in^ . 

la. Dans le cas d'une planète infiniment éloignée , et qui ren- 
trerait ainsi. dans la classe des étoiles fixes, la dîstapce r ferait dia- 
paraltré a , et il Tiendrait par conséquent • 

Celte expresnon Isat un* quantité cônstanTë i %t indépendante da 
temps ; et on Toït qu'elle ne Teut dire autre cbosé que sin, SA:' 
l'arc SA étant efiectirement la déclinaison de i'étwie. 

i3. Le moment du passage de la planète par le plan i/i l'ëquateur 
«st celui où la déclinaison J^ est nulle ; on a alors 

rSin.^in.(x+*)z=0Sin.ASin.l ; 
équation dans laquelle les angles # e« , , de m«me que les deux 
layons tecteur» « ei r , sont des fonetioiu très . connues, mais 
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transcendantes ia. temps , et qui ne peuvent £tro développée» qu'en 
9érie& in&iies. Le problèiue est donc inwluUe , dans . le cas de* 
orbites elliptiques; et dans la supposition même d'un mouTement uni- 
forme et circulaire, il exige l'emploi de la rigle de fausse po- 
rtion. 

14. En nous bornant au calcul des mouremens moyens , essayons 
de déterminer ^) la déclinaison des planètes de notre système , telle 
qu'elle doit avoir été le i.*' janvier de l'anncie- 181 5, i mÎ4/i. 
Le logarithme de la distance de la terre au soleil était alors 
9)993656d; et la longitude du soleil était 280**. iG'. 3(/''; on aura 
donc Lo0.a =9.9936560 et t^ioo'.i&'.ic/^* De plus , du t." 
janvier 1601 à minuit jusqu'au i.*' janvier i8i5 à midi il s'est 
écàvAé 5it3 jours et demi.. 

i5. U faudra connatïre les mouvemens moyens journaliers de la 
terre , de la planète et du nœud de celle-ci. Soient donc 

m.... le- mbuTciAettt moyen jooiîialièr de la -terre, 

jt.M. le mouvement :iDoyen ^iitmili£i deJa planète , 

h..^ le fnouvemcnt moyen journalier du noeud. 

Les tfois moyeni ihoi^remens seront exprimés en degrifs et parties 
de degré». Le mouvement h seta utfe fraction très-petite , et qui - 
ne deviendra bien sensible qu'au boni d'un siècle. 

16. II faudra connaître aussi les longitudes Kéllocen triques moyennes 
de la terre f .de la -planète,- et duoceudde celle-ci, à l'époque dont 
en veut partir. Soient donc , peur cette époque, 

Jf^. la longitoSe dé le terre; 

i^....-Ia Idrigltùde de la planète, 

H^t, la longitude de «on noeud.. 

Ajoù, Us niQUTentens ébmt »appo«és uniforimes et orculurès ; oa 
«wa I 
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i^tl+mi , . 

EB=ir— «/ . 

(17. Il en t^ultcra 

BL=EL-EB=A'-HrMi>+«)/ ( 
ûnri , ■ 

Idft lettre / désigne ici le nombre des jours ëconUs depuis l'^poqne 
fixe JQSiju'i celle pour laquelle on veut dëtermioer la longitude de 
U planète. Comme l'angle f est très-petïf, pour tontes les planètes 
de notre système , excepté Mercnkv , on auia-sensiblement Cos.^^i , 
ce qui donne 

18. Les mouvemens moyenaf et jonnialien <âes plan&tes «ont ex- 
primés dans la. table qui suit : . - . ' 

Mercure. ., . . , ^'.otj^Syyoe , 

Ténus I ,6031765g , 

Terre... . ,. . . o. ,95^47 16 » 

Mars ? • o ,534*7i.a6 . 

Jupiter. . .. '. . G io93i?9>6 j : 

Saturq .0. a.o33.49&33 , • 

Uranus o «0117689S . 

La Uoisième de .ces nleurs est celle de m ; les autres *p]»uti«UMMt 
aux a des différentes planètes de notre système. 

19. Voyons présentement qqejles erreur» pourra entraîner» daiu 
le calcul des latitudes au commencement de i8i5» remploi des 
moyens mouvemens. On a d'abord les distsçces moyennes , c'ett-à- 
dtre , r , ùnsï qu'il suit : 
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Mercare. . . : . . 01^870981 , Logj'=9.587S2io ; 

Venus 0,7235333 f 9.85933^9 , 

Mars i,S236g35 , 0,1828978 , 

Jupiter. ..... 5,302794 • > 0,7163365 , 

Saturne. . » . . . .9,53877.. , 0,979492^ , 

Uranas I9,i833... ; 1,2829233 . , 

30. Les arcs décrits pendant 5ii3 jours 7* en rejetant les cir- 
conférences entières, seront respecltTement (18) 

Mercure 46'.22'.i3" , 

Vénus 272 .43.48 , 

Mars.. ..... 159 .56.16 , 

Jupiter 65 . 4 .5i , 

Saturne 371 ,17 .87 , 

Uranns 60 .io.5o ; 

Hais f an commeBeement de 1801 » les longitudes étaient 

Mereore i63*.S6'.a7" , 

Vënas; 10 .44 -Si , 

Mars. ...... 64 . 7 ■ 2 . 

Jupiter ... . , 103 .13.36 » 

Saturne i35 .20 .82 , 

' Unnus 177 .47 'i^ j 

•foutant donc eat arcs aux précédens , en rejetant encore les cireon« 
ftrenee» entières » on obtiendra pour les longitudes » au commencemeoc 
de i8i5. 



Mercure. . . ; . aio*.i8/.39" 

Vénus 383 .28 .a3 

Mars. ...... 323 .57 .38 



Jajntet.' 
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Ju{Hter. , . , ; 167 .17 J7 ; ' 
Satorne .... 3o6 .38 . g » 
Uranus , . . .337 .58. 8 , 
SI. Le monTement tëculaire rétrograde du noeud de chaque pla- 
nète et le moareroent de ce nœud pour 5ii3 jour* ^ «ont ainn 
<lu'U auit : 

Mercure. .... 782'' , l'^S" * 

YéuuS 1870 , 4-^ï r 

MarSï ...... a3i9 , 5 .26 , 

Jupiter iSyd , 3 ,^i ^ 

Saturne. .... 3260 , 5 .16 , 

Uranus. .... SSg» , 8 .23 ; 

mais h longitude du nœud , aa commencement de tSoi ; lîtait 

Mercui 45*.57'.3i" , 

Vénus. , . . . . 74 .53.40 p 

Mars.. . . ... 48 . i.aS , 

Jupiter . . , . , 98 .aS .34 » 
Saturne. . . , . iii\55 41 »■ 
Ur«us. .... 7a .5 1 .14 ; ' 

œttft loDgitude i devait donc- être, au commencepient de i8iSy 
Mercure. .... J=;= . 45'.5.5/.47" , 

Vénus 74.48.2a , 

Mars ........ 4? <56, a , 

Jupiter 98 .21 ,53 , 

Saturne. ...... iii.5o.3i , 

9 Uranus 7a.4>.5i , 

étant Atnc eette dernière longitude de celle de la pTaniEte pour J» 
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inâme ^poqui de i8iS ,-od obUendra pont l'irc BL , base da 
triangle sphérique lectangU BLS ^ . . 

Mercm-e BLeïi64*>a»'. o'^ , 

- "^ Véaus< ...... «^ > ao8 .^o • a j 

Mars . . 176. r.i6 fc 

Jupiter 68.55.34 , 

Saturne .' 194.47 .38 , 

Uranus i65. 6.54 ; 

mais , lea iadîoaisons $ de« orbites sont respectÎTemenl 
Mercure. .... A=5*>. o'. o" , 
Vénus. ......] 3 .33.35 , 

Mars. . I .5i . o t 

Jupiter I .18. 5a , 

Saturne. 3 .39 .38 , 

tJranus o' .4^.35 . 

Divisant donc par le cosinus de oette inclinaison ^ le Ungente de 
de BL, on obtiendra pour quotient U tangente de BS ou « qu'on 
trouvera être ainsi 

Mercure ■•!=i64*.i6'.a9" , 

Venus 3oB .4a .36 , 

Mars . 176 .1 . 9 . 

. JopU* -Ca ..55.a4 , 

SaturiK. .... 194 .48-3o , 
33, On a d'aîMeurs, ponr le eomnwneement de i8i5, le loga- 
rithme du rayon veéltur tenrestre ou Log.«3«9,993656o , la longitude 
héliocentritïue de la tern. ou #== ioo<'.i6'.3o''. et l'obliquité de Vé- 
,el.plique .=a3«.37'.5o" ; d'après quoi on trouvera #— * ainsi ^ull 
•uit : ^ 
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H«Kiire. ... . 4b»>= 54^3o^48>' , 

V^aus :ï5 .28.10 , 

Mars. ...... 52 .20 .28 t 

Jupiter ...'.. I. .54*37 , 

Saturne 348 ^4 • o , ' 

Uranus ..... 27 .33 .89 ; 

A3. Atsc tOQte» ces dooniSes , et k l'aide ctes formule» do eom* 
neneaoDeDt de ce mémoire , oa trouvera , pour la diataoco y de la^ 
terra à la plad^ et pour l'angle a > 

Mercure. Jsss i»i73566 , 

V^us. . ..... 1,705748 , 

Mars. ....... 2^o8i5o , 

Jqpiur. ..... 4,9o3Aalf^ 

Saturne. 9,676540 « 

Uranus 19,9x3737 , 

«t on aura enfin pour ta d^elioaisoi 
te^d arec celle des éphëaërides , 

Suiv. not cak 
Mercure. * . . . 23*'j44''37^.^ 

Ténu*. ..... a3 .38 ,20' .A 

Mats ....*. 19 .35.40 .iî 

Jupîter i So . a ^ 

Saturne. .... 21 .16 . o ,A 
Uranus. . . . •.X9'.58..6 «^ 
24- Bn eomparant successivemeitt ces diiSâreates arec la plus 



, x= 38* 


•14 


'.!<" , ■ 


67 


.35.10 , 


40 


.3». 54 , 


l 95^9.14 , 


i 107 


.^9.48 . 


7> 


.23.0 i 


4^ , (jae Dou» mettons en 


SalT.rMëfUm. Diff. 


a3'.i3 




+,28'.a3". 


33 .38 




^- .20 , 


•9 M 




- '■4p.; 


' .29 




+29 . ' , 


20 .a» 




.r-48 . , 


21 . 1 




— 63 . . 
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gi-aode équation da centre de la ■ planète , on troâre qu'elles en 
sont respectÏTement f du moins à peif de chose, prè* > tes Ixactions 

suivantes 



Ces rësultats, et sur-tout celui qui répond i Mercure, la plus es- 
centrique de toutes les planètes, conduisent à conjecturer, avec 
beaucoup de vraisemblance, que ruinpllcltédcs orbites înHue moins 
qu'on ne le croirait sur la d^linaison des planètes, qtie cependant 
l'erreur qui r^ultc du simple emploi des moyens moovemens , 
dans le calcul de cette déclinaison, augmente avec les dimensions 
de l'orbite. 

25. La condiiion du passage de la planète par le plan de l'é- 
quateûr est renfermée dans l'équation rSîn.^Sin.{x-|-*)=sSin.x 
Sin.f , (i3j- L'e'tat insoluble de cette équalion , dans la suppo- 
sition .du mouvement elliptique , nous oblige k nous contenter de 
l'emploi des mouvemens moyens. Encore serons - nous obligés de 
profiter de la circonstance favorable que nous présente l'inclinaisoD 
des orbites qui , dans notre système solaire , est partout Ksen petite 
pour qu'on poisse , sans erreur sensible , supposer Cos. #= t , ce qui 
donne simplement (17) 

26. L'e:itréme lenteur 4u mouvement des nœuds nous permet 
en outre, du moins pour tin nombre d'anoëe* limité , de supposer 
h nulle ; il résultera de la "sN — H-\-n/. Dans cette même sûp- 

- position, l'angle x deviendra une quantité constante, et tndépen-' 
dante du temps. Ainsi désignant par L'' ce que devient x lorsque 
dans l'expression générale de Tang. x (9) » on remplace la lettre 

,t par H {i^j), ce qui donnera 



TangXs 



Coa.HSiD.H-Cot-*Sio-i* 
l'équation finale du problème sera 
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rSinHS\n.(L'h^—H+nt)s:a&in.L^D.(M-\-mt) . 
' 37. Celte équation ne renfermé que la seule iacoonue t : c'est 
le nombre des jours complës depuis l'époque fixe jusqu'à l'é- 
poque où se fera quelque passage, de la planète par le plan de 
l'équateur. Les quantités m, n, a, r seront liées entr'elles par la 

loi de Képlerf— y=f — y . Mais, comme les rapports —, -sont 

incommensurables, l'équation, malgré sa simplicité apparente, sera 
transcendante , et exigera, pour sa résolution l'emploi de la règle de 
fausse position. On sait de plus que la série que forment les racines 
de cette équation n'a rien de commun, même dans les cas les plus 
simples , avec les progressions arithmétiques , géométriques , récur- 
rentes, etc. 

28. La simpUcîté de l'équation finale (a6) rend an moins l'emploi 
des fausses positions très-facile; et on pourra s'en servir avea avan- 
tage ( pour trouver les valeurs approchées des passages d'une planète 
,par le plan de l'équateur , pour une année quelconque qui ne serait 
.pas trop éloignée. 

39. Après avoir discuté les cas où la déclinaison devient nulle; 
examinons les époques où elle parvient 1 son masimum ou mini- 
mum. Les notations précédentes seront conservées ; nous supposeront 
toujours h sensiblement nul, ce qui donnera ^=JÏ et nous ferons 
la longitude de la planète EL oa N-^-ntzsm, 

3o. Le quatre de la ^'stance de la terre & la planète oaJ^A 
été trouvé (6). 

y*=a'— 2ar[Cos.(#-.>)Co8.H-Sin.(#-*)Siii.«Co«.^]+r*, 
En faisant Cocjlsi, cette formule deviendra 

/=«'— aiwCo5.(*— ^--.>+-/« f 
ou bien 

et, eudifférenUant, 
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/î/=sar(»— »)S'Uu(i— *-*)dr. 
3i. L'expresûon générale du sinus de la àécWntâaon a iti troarée 
{cf^. Pour remplir la conditioa proposée, il fant égaler i xéro la 
différeotielle tk cène quantité/ Eo y regardant a, r, t, a comme 
«omtanlftf nona n'y aurons que les trois seules Tariables *, *t It 
. qui loutev dépendent du temps ; nous auroos ainsi 
di=md< ^ d«=Ad« 
«t nous Ten(His de trouver àf (So). 

Sa. Kous parviendrons ainsi \ une équation composée de huit 
termes , et qui a au moins l'apparence d'être compliquée. On y 
xecbnnalt bientôt tes deux facteurs suivans 

rSîn.^in.(*+?i— >) — sSicASin. #=/*, 
'wrSio.»Coa.( *^ >- ji)— ■ M Sin.;iCo».tesg;. 
et PëqaatioB devient «iMi 

33. Podr en tirer rinc(»inue / , voycms ce qu'elle deviendrait dam 
]e cas d'une planète dont Korbite serait couchée dans te plan de 
'l'éclipti^e. L'angle js alors serait égal 'i tèro ; la diiFéreacc angu- 
laire X— > s'évanouirait ; et toute Inéquation - serait divisible pa!t 
5iD.^=Sin.A. Supprimant ce facteur commun, on aurait 

F=rSin.« — tfSin.i , g sArCos."— nuiCos.# . 
nl/éqiution si0mit:aJDn (UcomposablQ. -dons les deux facteurs qui 
auiveot 

•rCu.*— oCds^ , 

34. En égalant 1« premier facteur ï iiro , on obtient Té^atioa 

•Ile répond 'natOKlletnenfr & l'équation trouvée (afi^ qui du* Eh 
même hypotlfèse , se rédiùt ï , 
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rSin.Çlf+at)^aS\n,(M-hmt) , 

•t fait connaître les pa»ages de la planète par le plah de IVtjuatear. 

35. Le second facteur égaU k zéro donne 

Coa.(#-«)irCos.r«-A-Km-«)']=~^ - 

Cette formule est connue ; -c'est celle qnl délenaim l'e'poquc oà 
la plaoite devient âtationnaîr*. Ainsi donc , en rappotant le mouTo- 
ment de la planète uniforme et circulaire , et son orbite ooacWe dans le 
plan mâme de rëcltptiç|ue , elle parriendra i sa plus grande on à sa 
. moindre déclinaifon au moment même où elle deviendra station- 
naire. 

36. On sait que le cesînas de tont angle ^est ausâ celui de» 
angles zw~A , ^n^A, 4« — ^ » 4^^-^ > ete. En cons^nence , 
en désignant par A le moindre des angles qui aara -— — — .fpur co- 

Vinos, et par t, t', t" f» les valeurs consécuUres de rincQDnae /^ 
on aura ^ 

' (jn»^> =3 A^M-\-N • (fl»-n)t' S29^A^M-^N , 
{m—n)t"s^zw-{-A^M+N , (in—n)t"'=z4w^A—Mt-\-N , 



Ces racines formeront ainsi deux pragresslons arithmétiques ayant 

pour diU^Dce commune ; c'est la dor^ d'une rëTolution sv- 

Dodique. 

37. Donc, en supposant U planète mne dans le plan de Técliptique ; 
d'un mouTestait uniforme et circulaire » les ëpoquei des plus grandes 
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et des moindres déd'tDaisons formeot trois progressions trîs-distînctes, 
La première comprend les racines de l'égualion rCo8.(iV+n/)=a 
Go5.(^+ffi/). Les déclinaisons que cette équation fait connaître sont 
toutes du genre des maxima \ elles précèdent et elles suirent les 
passages de la planète par l'équateor , et elles sont ainsi allematÎTe- 
ment boréales et australes. Les deux autres forment deux progrès- 
'Sions arithmétiques , indépendantes de cette première , qui ont pour 
différence commune la- durée de la révolution synodique , et dans 
lesquelles la différence de deux termes correspoodans/^' — /'. t"''—i",^, 

^A 

sera partout la même, savoir . 

38. Nous avons rassemblé dans les deux tables qui sutTenl les 
plus grandes et les moindres déclinaisons > de même que les passages par 
l'équateur, de ta planète de Mars \ pendant les cinq années 1811 » 
181a, i8i3f i8i4t i8i5. Les jours sont comptés d';me série con- 
tinue, depuis le 1." de l'an 181 1. 

39. La première table contimt tes passages de Mars par Téquatetir; 
.ainsi que les plus grandes déclinaisons dont ils sont précédés et 
suivis; ces dernières, qui résultent de l'équation rCos.»=:«Cos.t, 
sont alternativement désignées par les lettres A et B ; les passages le 
sont alternativement par AB et BA, saivant que l'astre entre dans 
l'hémisphère boréal ou dans l'hémisphère austral. 

Plus grandes décIinaÎT. 

*i passages par fé^uat. Jaurs. Diserte, 

a6\ t' A 36S 

AB 394 109 

34''.2a^ B ..... 524 i3o 

BA ..... 666 lia. 

33».38'A 8i5 i49 - 

AB 1096 . , ztx 

a4'36'.B 1335 i3ft 
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BA 1377 143 

33».44'.. A . . : ; . i5ii ; . i34 

AB . . . . . i65a . -....,.. t4i 

La plupart de ces différences varient , il est visi , entre de% lîmîtes 
asses resserrées lag et 1^9 > mais la différence 282 suiEt seiUe pour 
exclnre tout soupçon d'une presque égalité qm pourrait exister entre 
elles. 

La seconde table contient les' époques oii la planète parvient i 
sa plus grande ou i sa moindre déclïoaison , sans traverser te plan 
de l'équateur , conformément aux formules (35 , 36) ; ces époque» 
sont celles qui suivent ; 

Phu grande. :..:.A..::: i36 joiua. 

Moindre. .:.;..: A : ; ... 17S 

Plus grande A .... ^ 891 

Moindre. ..;.;;. A .... : ^Çz 

Plus grande B 171S 

Moindre B 1770 

Les plus grandes déclinaisons ont lieu aux époques i36i 89!) 1718 
jours^ et les plu» petites aux époques 175» 962, 1770. Les djffé- 
renees des premier» nombres sont 755 et 827, dont la moyenne est 
791 ; les différences des derniers seat 787 el 808, dont la moyenne 
est 797. L« milieu entre ces deux moyennes 794» et la durée de 
la révolution aynodique est seulement 780 -, la différence de i4 jour» 
doit être rejetée sur relLiptîelté de l'orbite et sur l'apgle d'enviroa 
Tom.r2. 28 
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deux degris <jae fait le plan de cette orbite ntc celui de l'ëcHp- 

tique. 1 ..... '. 

4o. On peut remarquer qae les plus grandes et les moindres Ion-* 
gitudes géocentriques ont lieu aux jours qui cuivent : . 

PI41S grande ito jours- 
Moindre 176 - I ' 

... ' Plus grande. . . . ' 91a 

Moindre 973 

Plus grande. . . . 1717 
Moindre 1780 

Ainsi les jours des plus grandes et - des moindres longitudes ne sont 
pas éloignes de ceux des plus grandes et des moindres déclinaisons » 
conformément i la remarque déjà faite (33); Les plus grandes et tes 
moindres déclinaisons, tirées de l'équation rCos.(^+ii/)=âCos.(Jf4ni<)f 
n'ont rien de commun avec les plus grandes et les moindres longi- 
tudes gëocentriques , ce qui nous apprend k les dislingaer facilement, 
par la simple observation des longitudes^ de celles qui répondent à 
l'autre équation 

nr'— (m-f-7i)flrCos.(*— ■)+mff*=o - 

'4^, Pour déterminer, d'après les tables ou les observations, le 

jour et même l'heure otï les plus grandes ou moindres déclinaisons 

ont dû avoir lieu , on peut employer la méthode qui suit. Soient 

-iT le temps et y la déclinaison qui y répond , aux environ du 

maximum ou du minimum. -, il sera perinis de supposer 

y=J-hBx+Cs* . 
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La d^lînaîson y parviendra à son maximum oa minimum » lorsque 



iAC—B' 



4C • 

42. Pour déteiminec: les coeSiciens A ^ B y C t on emploira 
les déclinaisons , calculées oa obserrécs , a , ^ , y , répondant 
respectivement aux temps,.., a» J> t " > de manière que la déclinaison 
moyenne p soit plus grande ou moindre que chacune des extrême» 
*f V' Alor» on aura les trots équations 

^=A+Ba+Ca' , 



desquelles- oa tirer» 



*ct8— e)*+<o£c— o)jfc4,«J(a— *)>- 



0-«Xe-<i)(»— *) 
(8— c) ■+('■— «•)»+(«•— <')y 



B=+ 



(i— cHc— o)(o— >J 



(A— f)Cc-a)CB-*ï ■ ' , 

liB temps att bout duquel la plus ^ande ou U moindre dédinj^isom 

aura lieu sera 

■ ■ ■ ■ ■ . T- 

^_^._. J^*— «^HrC'-^'lM-t'''— *')y ■ . . , . . , . ■ 

■ " (»—!)»+.(«— 0)|S+(O—i)» ' 

et cette déclinaison sera - ^ 

4»— «(«—«)(!■—»)[(»—<)•+*—«)/»+■("— »)»! ^~" * 
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Si l'on prend l«s ternps en progression arithmëligue , ce qn! per- 
mettra dé supposer 0= — i , 3=o , £=-(-i , ces formules deriendront 



43. Les formules <jui ont été l'objet de ce miîinoire , fondées sur, 
ce que l'orbite de la planète était suppdsëe dans le plan de l'^lip- 
tique , subissent quelqnes modiBcatinns lorsqu'elle est hors de ea 
plan; ce qui sera l'objet d'un «utre inéfnotfe. 

''''!'■' 1 ' 

GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE. 

Sur la recherche du rapport de la circonférence du 
cercle à son diamètre* 

Far M. Gbugomite. 



Dans un petit traite ëlëmentaire de géométrie plane , puUÏ^ i Nancy en 
j8i3 , par M. SCHAWAB, on Iroute. entre amre».cbose* intéresHotes, 
le tbéorime que roîci : 

Soient deux polygones rigulîers de mime pirimhre^ tun de 
m et foMtre de am côtés; soient respectiçement r, R les rayons 
dès cercles inscrit et circonscrit au premier , r' , R' les rayons 
des cercles inscrit et circonscrit au dernier , on aura 

i.» ^Tj'Jl i a.« ^r^-.Bf-.n ; 

. Cet aégant théorème se démontre trèMimplement comme il txài i 
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Soit SMC (6g. 3) un triangle, rectangle en M; soit prolongé le 
cdié MC au-delà du point C , de manière que son proloogement 
CC^ soit égal à l'hypolbénnse GS. Soit menée C'S , et soit abaissée 
du point G sur cette droite la perpendiculaire CS^ ; en&n soit menée 
S^M' parallèle & SM. Voici ee qui résulte de cette construction : 

Le triangle SCC ayant ses deux côtés CS et CG' égaux, doit aussi 
SToir les angles opposés égaux y et conséquemment G' l'un d'eux 
est égal à leur demi-somme ; cet angle C' est donc aussi moitié de 
l'angle extérieur SCM. En outre , ■ le point S' étant le milieu de 
se/ , il s'ensuit que S'M' e«t la moitié de SM ; ainsi , on a en 
mâmc temps 

Il résulte de là que, si l'on suppose que MS «oit un âemi-cdt^ 
d'un polygone régulier de m côtés , dont G soit le centre , M^^ 
sera un demi-côté du polygone régulier de am côtés , de même 
contour , dont G^ -sera le centre. Or ; il est clair que CM et GS 
seront les rayons des cercles inscrit et circonscrit au premier; et 
que C/JA' et C^S^ seront les rayons des cercles inscrit et circonscril 
BU dernier: ainsi l'on aura 

CM=r ; C'M'=r'V 

cs»a i as^aiit , 

Or, le point M' étant le milieu de (>M, on doil boir aOM/ 
=OM=GM+CC=CM+CSi «t de plus le triangle CS^C.im-: 
tangle en S^ donne C^'=3C^'>;CC=0M'xCS ; donc v:f=r±Rf^ 
et R**=sr^It; c'est'^-dire . "*" 

eomine notu l*an<mi vajuaasi; tj..:^ 
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Cette proposition peut encore être démontrée trigonomëtriqutment 

ainsi qu'il suit : 
On a -d'abord ëvideniinent 

r^RCos. — . (i) T^=R'Cos.~ ; (a) 

de plus , les pà^mètres des deax poljrgone» étant amrTang. 

— , imrTaoE. — » on doit aroir 
iB am 

rTang. ~ =2r'Tang. — . (3J 

Si l'on (flimine r ,. 7^ de cette dernière équation » aa moyen de» 
deux précédentes , il Tiendra 

4Sîn. — aai^'Sin.— , 
ou bien 

aiïSin. -^ Cos. — = a^'Sia, — > 
OU en réduisant < 

. liïCosV— sif , 

am 

é^aati6n''^ui;êdiûl>Inée*par multiplication avec l'équation (2)donnft 

iBrft^R/' , (4) 

qui est la seconde de nos deux propositions* 
On a en outre ; '-> i . . ■.■■■'•' 

aCos.* — ssi+Cos. — } 
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ffoh ëlimîiuDt les cosinus , au moyeu des équations (i) , (a) , il 
nen^ 

mettant dans cette dernière pour Jt'* sa valeur (4) « U viendra enfin 

qui est la première des deux propositions annoncées* 

Cela posé , concevons un polygone régulier quelconque , de m côtés , 
dont on connaisse le périmètre ^ » ainsi que les rayons retA des 
cercles inscrit et circonscrit ; si l'on forme une série , dont les 
premier et second tenues soient respectivement r et A , et dont 
les saivans soient alterna^irement , & partir du troisième , moyens 
par différences et par quoiiens entre les deux qui précèdent immé- 
diatement chacun d'eux ; il soit de ce qui vient d'être démontré , 
que les termes de rangs impairs de cette série seront saccessivement 
les rayons des cercles inscrili aux polygones réguliers de m , 2m, 
4'n > 8/n ,... cdtés , ayant leurs périmètres constamment égaux \p , 
et que les termes de rangs pairs de la même suite seront succes- 
sivement les rayons des cercles circonscrits aux mêmes polygones. 

Mais, lorsque, le périmètre d'un pelygone régulier demeurant 
constant , le nombre de wa cdtés croit continoellement , le rayon 
du cercle inscrit crott aussi sans cesse » tandis qu'an contraire celui 
du cercle circonscrit décroît ; le premier est toujours moindre et le 
second plus grand que le rayon du cercle dont la circonférence serait 
égale au périmètre du polygone ; mais ils tendent sans cesse , l'un 
et l'autre , vers cette limite commune. 

Ainsi, dans la série dont il vient d'être question, tandis que les 
termes de rangs impairs croîtront sans cesse, ceux de rangs pairs, 
•u eontrairt , décrotiroDt continuellement ; mais de manière que les 
ans et les autres tendront , de plus en plus , à devenir égaux entre 
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' eux , et au rayon du cercle dont la circonférence serait p ; c'eat-à'-^ 
dire « que ces termes conTergeront perpétuellement vers la Tslen^ 

Voilà donc un procédé , aussi simple qa'ëlëgant , poar obtenir da 
nombre * une valeur aussi approchée qu'on pourra le désirer; U 



(*} ^ient r, , r, , r, ,...rx lei nyoua Att cerdei iiucriti , et A, , il, ; 
Jt, ,.... n, ceux des cercles circonMrils ; noiu ■unni les deux ë^aatioat au 
difUrencei 

cous soron* pareillement , en changeuit x en x-^i > 

Sit entre ee« ^atre équalkmc, on élimina soccesHTemoit Bg , Jlj^i , Bx^.., 
et ensuite r^, r^-f.! » 'W** « *"^ <ditlendra ces den>-^ 

La* premître do eei équations exprime , entre les lennes de ranp impurs , uns 
relation indépendante des termes de rangs pairs , et U seconde entre les termea 
de ran^ P*''^* '"'* relation indépendante des termes de rangs impairs. On voit 
eu outre ^e , dans le cas de jc=œ , l'Intégrale commune des cet deux éqMlion* 

est -^ , pourra sautement qoe ^ soit le cosinus d'tw sous-mnltiple de la circon* 

Cérence ; et l'on a alors p^am^R* — r'. 

Si -=■ était le cosinus d'une Eraclion rationnelle et irréductible — de b cîr- 
n m 

«onEfreace , on tomberait alors sur les polj^ones étoiles de U. FoiiMOt i et b 
séria conTcrgerait continneUanent vers -^ . 
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ne s'agfra, en eilët, que de dëlcrminer r et R , avec un nombre 
suilïsant de chiffres décimnux, el d'en conclure ensuite, comme il 
vient d'êlre dit, les autres termes de la suite, avec le même degré 
d'approximation, jusqu'à ce qu'on soit parvenu <i deux termes con- 
sécutifs qui ne présentent plus aucune difTérence dans Tordre de 
décimales adopté. Divisant ^p par l'un d'eux, le quotient qu'on 
obtiendra sera une valeur approchée du nombre w . On en connaîtra 
le degré d'approximation en divisant de nouveau ^p par le même 
diviseur , augmenté ou diminué d'une unité décimale du dernier 
ordre; et on ne conservera dans le résultat que les chïflres décimaux 
communs aux deux qiiotîens. On se rappellera su surplus que, dans 
)c3 extractions de racines qiiarrées , dès qu'on a obtenu plua de la 
moitié des chiiFres de la racine , on peut obtenir les suivans par une 
simple division. 

Ce procédé est déjà bien sijnple , maïs il est encore suseepliblc 
de quelques simplifications assez notablra. Et d'abord , l'inégalité 
de» termes de la série dûninuant continuellement , à mesure que 
ces termes seront plusj'avancés vers la droite, on parviendra bientôt 
à deux termes consécutifs qui , abstraction faite de la virgule , se 
refcembleront , vers la droite , dans plus de la moitié de leurs chiffre*; 
or, lorsqu'on en sera parvenu là, on pourra, sans erreur sensible » 
dans le degré d'approximation qu'on aura eu en vue, substituer des 
demi-sommes aux racines quarrées de produits ; de sorte que le 
calcul des termesj ultérieurs de ^ série se poursuivra, d'une manière 
tout k fait simple et uniforme , en prenant constamment, pour chaque 
, terme , la demi-somme des deui qui le précéderont immédiatement. 
Cette remarqua , qui n'a point échappé à M. Schwab , peut se jus- 
tîGer comme il suit. . « 

Tout se réduit évidemment i, prouver que la demi-somme de 
deux nombres entiers , qui ont plus de la moitié de leurs chiffres 
pareils vers la gauche, ne diiRre pas de plus d'une demi- unité 
de la racine quarrée de leur produit. Or, soient en effet J le plu» 
petit de ces nombres et J-ira le plus crand^'il s'agira- de prouver qu* 
Tont4 ri o i ^^ 
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(A+;a)— t/A'+oA<: ; 
ou, en transposant et nultiplîant par 2« 

3A+(fl— l)<,V^A>+flA . 
Ed quarrant et réduisant, cette inégalité dcvicDt 

4A "^ ' • 

Or , puisqu'on suppose que a n'a pas la moitié du nombre des 
chi/Fres de A, a* et à plus forte raison (a — i)* n'aura pas autant 

de cliiffres que A , d'où il suit qu'en effet - , ^ sera une vérila- 
blc fraction , comme t'exprime l'inëgatité ci-dessus. 

Voilit donc déjà notre procédé devenu bien simple ; maïs, quelque 
facile qu'il puisse être de prendre la denti-somme de deux nombres , 
si l'on faisait le calcul arec beaucoup de chiiTres décimaux , on 
pourrait se trouver entraîné & répéter un grand nombre de foi5 celte 
opération , STant d'être parvenu 1 anéantir totalement la diilérenct 
entre deux termes consécuiifs : voyons donc sï nous ne pourrons 
point encore nous épargner ce travail. 

Soient a , h respectivement , deux termes consécutifs d'une suite 
dont chaque terme est la demi-somme des deux qui le prëcèdeut 
immédiatement ; les termes subséquens de cette suite seront 
a-l-» fl+36 3fl+5ft ' 5o 4-i I » n g+ai» 

la ' 4 * 8 • 16 ' 3a ' * 

et il s'agira de connaître le dernier terme de cette suite , prolongée 
il rinfini. Pour le découvrir , donnons ^ ces termes celte autre forme 

3.a • 3.4 ' . 3.8 *■■"* ' 

on Terra alors que son terme général est 
04-3^ , .„ o— i 

-3 — t— )T?- 

Of , dans te cas de n infînl » ta seconde parlie de celte valeur 
s'évanouit ; d'où il suit que le dernier tvrme de la série est ^ia-^-^h). 
On pourra donc , dès qu'on sera parvenu à deux termes consécutifs 
différant dans moins de moitié de leurs chîiTres décimaux, calculer 



y Google 



Au DiAMitïlE. 199 

de suite le dernier terme de la $ërîe, sans passer par le ealcol de* 
intertnédiaires. (') 

Il n'est plas question présentement que de fixer le choix du po- 
lygone primitif devant servir de point de départ. Ce choix pourrait 
être fait d'une infinité de manières diflférentes ; mais de tous les 
polygones réguliers , le plus simple est , sans contredit , le système 
de deux droites qui se confondent: c'est un polygone de deux côtés, 
ayant deux angles nuls , dans lequel le ctercle inscrit a un rayoa 
nul et le cercle circonscrit un rayon égal à la moitié de l'un de 
aes * côtés ou au quart de son périmètre ; de sorte qu'en prenant c« 
rayon pour unité , ce périmètre sera 4 î et ~ deviendra — . 

Ainsi , la suite dont les deux premiers termes sont o et i , et dont 
les autres Botit alternativement, à partir du troisième, moyens par 
différences et par quotiens entre les deux qui les précèdent immé- 
diatement , converge sans cesse vers la valeur de — (*•). Voiô le 
calcul de ces termes , avec sept chiffires décimaux , et en ayant égard 
aux observations précédemment faites. 

C*) Ce qai pirécède revient i dire que , si l'on a l'équation aux différeiK« . 

il s'ensuivra 

d'où résulte encore ce" théorème de f^ométrie. 

THÉORÈME. Soient marqués arhitrairtnuM , tut unt âroîu inièfinit Jtuà 
point» I et a ; puis , sur la même droite , soient marquis saceessivemtnt un 
point 3 tgSUnîetit. âtUSnt aï J «l 2 , un poltH 4 également distant de ^ et 3, 
un point 5 igaUment distant de Z et ^ , et ainsi de mite. Cette opération , 
càMtmiée à Tinjini , conduira à un point final qui se trouvera sitai ous deux 
tiers de fintervalle entre 1 et ^ , à partir de i. 

(**) De là résulte ce théorème. 

4'A^orlme. Soit CMS (fig. 4) on triangle isocèle , recungle en M. Soit prolongé 
MC, de sorte que CC=z=CS , el soit menée SO', dont S* soit le milieu i soiï 
fait C'C"=C'S',eiïoUiIieilée SO' , dont S^ «ît le mSliB» ; »oîl fÏÏl XÎ*OïSiC"S<! ■ 
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(l)= =0,0000000; (I0)= \/(»)xO) =0,6376435 ; 

(3)= =1,0000000; (i i)=:r9)+('°)} =o,636io83 ; 

i,^)^\{'.l)-+(^)] = 0t50OOO00; (12)= v/(lo)X<Ii) =0,6368754 J 

«)= •Wx(3)=o,-O7.o68; (.3)=H:ii)-K^)} =0,6364919 i 

(5)=;{;3)+(4)j=o,6o35534; (i4,= i/<,mx(i3) =o,6366836 ; 

(6)= i/(4))«3J=°.C53j8i5; (i5)=;i(i3;+(i4)) =0,6365878 ; 

(7)=-;{(5)-l-(6)i=o,6284i74; (16)= i/c4)x(i5) =0,6366357 ; 

(8)= 1/(5^=0,6407289; (i7;=;!(i5)+(i6;} =0,6366117 ; 

• (9)=H(7)+(8)}=o,634573'i (•o)=H('6)+2X(. 7)1=0,6366197 . 
On a donc — =0^6366197 d'où -* =0,3183098; résultat exact à 
sept chiffres dëcïmaiix. 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problèmes de Géométrie. 

I, XJKSi la rue de boucher un trou polygonal , fait dans une ëlofFe qui 
a un envers^ on a taillé une pièce polygonale de la même étofTe. Cette 
pièce bouche exactement le trou ; mais c'est en mettant Venpers à 
l'endroit. Ne serait-il pas possible de la découper en plusieurs autres 
pièces <]ui, assemblées entre elles, formassent une nouvelle pièce qui 
bouchât encore le trou , mais sans ofTrïr cet inconvénient ? 

II. Deux polyèdres étant symétriques l'un h l'autre, c'est-a-dire , 
égaux mais non supcrposables ; décomposer l'un d'eux en parties qui , 
assemblées d'ude autre manière, forment, par leur réunion , un po- 
lyèdre identique avec l'autre ? (*) 

et toit meoée &"€"' , dont $"' eoit le milieu ; et ainiî de suite. Les droites 
C(?, C'C", C"C"',... coDvergeroDt sans ccmc ver» le rajon du cercle dont U 
circonférence aérait 4MS. 

(*} M. Legendre a dëniontré , dans ses Élémtns de giométrie , que deux po- 
Ijèdrei symétriques sont des sommes de parties supcrposables , moins d'autre» 
sommes de parties supcrposables. Celi suffit bien pour constater réquivaleoct 
■les volumes , maïs son pour exécuter la superposition effective. 
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PHILOSOPHIE MATHEMATIQUE. 

Doutes et réflexions sur quelques principes fondamentaux 
de la mécanique raUonnelie ; \ 

Par M. DuBUAT , chevalier de l'ordre royal et militaire 
de St-Louis , professeur à l'école royale de l'artiUeri* 
et du génie. ^ 



«I 'ai dëjk insinua, dans le précédent volume de ce recueil (pag. 2i5), 
qu'il y avait une sorte de contradiction , du moins apparente , 
entre certaines applications du principe des,momens et le principe 
qui permet de transporter le point d'application d'une force en un 
tieu quelconque de sa direction. Je me propose de revenir ici sur 
ce sujet d'une manière plus spéciale ; et je commencera! p^r mo 
proposer le problème suivant : 

PROBLÈliiE. Des foras quelconques , appliquées à diffiren» 
points d'un corps solide et ayant une risullanie unique , étant 
données de grandeur et de position ; on demande le point d^appli" 
cation de leur résultante? 

La solution de ce problème, qui ne présente aucune difficulté, 
serait absolument sans intérêt , si l'auteur d'un traité de statique 
très-répandu n'avait fait la remarque que te problème est Indéterminé , 
et que le calcul se borne à donner les équations de la droite qui 
représente ' la direction de la résultante» et sur laquelle se trouve 
le point demandé. C'est à la page 119 de la stallqne de M. Foinsot 
qu'est faite cette remarque, fondée sur ee qne les v^eors des «oor^ 
ToiB.r/, B.«n/,i."/an«Vr 1816, âo 
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données du poîat d'application de la résultante se pr&entent son* 
la forme ; , lorstju'oa veut lea déterminer par les équations aux- 
quelles conduit ta recherche de celte résultante. Gela doit en efiet 
être ainsi y suivant M. Poinsot , parce que la résultante pouvant étvt 
supposée appliquée k un point quelconque de sa direction , il est 
impossible que le calcul détermine l'un de ces points de préférence 
à tous les autres (*). 

Si ce raîsouncment était exact, il s'ensuirraît que le calcul ae- 
pourrait donner le point d'application de la résultante de deux forces 
parallèles, ni de deux forces qui agissent suivant une iB£me droite, 
ni même de deux forces qui concourent en un point ; car la résul- 
tante pouvant être supposée appliquée à un ^ point quelconque de 
sa direction , il serait impossible qita. le calcul déterminât l'un de 
ces points de préférence à tous les autres (**}. 

.Sans pousser plus loin ces conséquences absurdes., il est facile 
d'apercevoir le défaut du raisonnement de M. Poinsot. Le principe , 
supposé Vrai > qu'une force peut être censée appliquée à un point 
quelconque de sa direction n'empêche pas que la résultante d'un 
certain nombre de forces , agissant sur un corps solide , n'ait un 
point d'application déterminé {***) i et , si d'ailleurs les équations 



- (T) M. PtMRWt n'a fut, ce nw «emblc , en ,ceci , qu'Aioncer d'une manière un 
■ peu plui poûtive ce que tous lei géonètrea qui ont ^crit dana ceademiera tentpa 
ont !mplicitemml admis. Aucun d'enx n'a aong^ i.plua qne lui , i auigner le 
point d'application de la résultante. J'avnuerai gue moi-même fai constamment 
jusqu'ici professé U m£me doctrine qu'eux. 

(**) Tn aussi constamment pente îniqulci que le calcul ae poujait proprement 
donner le point d'application de la résultante , soit de deux forces parallèles , soit de 
deux Torces qui agissent suivant la même droite , aott enfin de deux Torcet qui 
'Concourent en un même point, J- O .G. 

("') Il me parait, au contraife, que ces deux choses a'exclacnt Tormeilement ; 
'qu'est-ce en effet qui dîstin^erait , auinnent , le point d'application oSedif de 
û réiulumte de celui, où on peut U supposer appliquée I 

i. D. G, 
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qvi doivent âélerminer la résullanle donnent des valeurs | , pour 
lu coordoaaées de son point d'application ; au tîeu de dire , arec M. 
Poinsot y <}«)& œla âmt être , parce que la résultante est censée ajpi- 
pliquëe à un point quelconque de sa direction ; on dira que cela 
doit être, par la raison bien simple que les équations d'une droite 
ne déterminent pas l'un des points de cette droite plutôt que tout 
uitre ; et on en conclura qu'il faut, outre les équations de la r^-'' 
aullante , une autre équation entre les coordonnées de son poûlt> 
d'application , pour la détermination complète de ce point. 

Soluiioa. Soient donc X' Y'. Z'\ X" , Y" , Z",....\»& composantes," 
parallèles aux axes, des forces P', P''', ..., appliqués à dUTérens points 
(*' , Y't •!') I (*" if" , i'O » •■•• ^'^^ systàoie solide libre. Soient X , Vy. 
Z les composantes parallèles aux axes de leur résultante P j d«nt 
{XfY ,i) soit le point d'application) onaufa, comme l'on sait (*), popr- 
l'intensité de la résultante , 

•t sa direction sera donnée par les trois équations 

dont chacune est 4;oiOport^ par lesdeax antres, aa moysA de 4aA 

condition 

qui exprime que la résultante est unique. Ces iSquations se réduisent 
donc ainsi ii deux, et ne peuvent conséquemment déterminer autre 
cbose que la direction de la résolUnte , et non les coordonnées f, 
y , z de son point d'application. Il s'agit donc de troaver une nouvelle 
équation entre les mêmes coordonnées. 

S*) y«yea Prony , Ftanceear , Poinwt , Labej ou Poi«oc. 
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Soient », (t , y ^ respectivement , les angtea que forrai la direction 
de la résultante P arec les axes des x ^ y ^ z % c^s angles seront 
connus par les équations de celte résultante , et l'on aura 

POii.m^-&JC' , PCos.iSsï.r' , PCos.y=ï^' . (4) 

Gela pose f si l'on imagine un plan normal k la direction de la 
récuUante , et passant par son point d'application ; en désignant 
par a , i , c les coordonnées de ce point , la perpendiculaire abaissée 
sur ce plan du point (^se' , y' , zf ) aura pour longueur 

(*'— fl;Cos.H-(y'-i)Cos.^-4-C2'— r)Coa.y . (5) 

Si 'ensuite on décompose chacune des forces X' , T' , Z* ea deox 
autres , l'une perpendiculaire et l'autre parallèle au plan dont îl 
s'agit , les composantes de la première sorte seront 

X'Cos.n , pour le force X' , 

X^Cos.jl , pour la force Y* , 

Z'Cos.y , pour la force Z' ; 
d'où il suit que 

^'Co8.«+rCo».#-|-Z'Co84- (6) 

sera la composante totale de P' parallèle \ la nbultante , et qu'ainsi ' 
aoS moment par rapport ï notre plan normal sera (5) 

,ou I en développant , 

xfX'Oa.*m-\-{fZ'-^z*T^s.^Cût.v 

4-r'r'Cos.»iSH-(a'X'+*'Z')Coa.»Cos.« 

(8) 
+z'Z'Cos^^r^~{x'r'+y'Zf)Coi.mCat.|^ 

-;-(tfCos«+*Cos.i>+*Co«,».)(J:''Cos.«-hr'Co8.^+Z''Çoa.») - 
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DE LA MÉCANI^JUE. a o5 

Si l'on ex^cnle la même décomposition pour les tnlrer composaotes 
pu ^ pfff^,.... du système, on en déduira des rësullaU analogues. 
Oo aura donc , au lieu des puissances P', P'^,..,, du système^ 
d'autres puissances , dont les unes seront parallèles ii la résultante, 
tandis que les autres lui seront normales ; ces dernières devront donc 
se diitruire» et la somme des momens des premières', par rapport 
i notre plan normal devra être nulle , puisque ce plan est supposé 
passer par le point d'application de la résultante. En exprimant donc 
que la somme des formules semblables à (8), relatives à toutes les 
forces y est nulle ; remarquant que les quantités constantes c , h , e , 
Cos.« , €os.jS , Cos.>- et leurs fonctions peuvent être placées hors du 
Bi^e 2 , et qu'en/m 

«(j:'Got-+17Co».H-^'GDfl.».)B=P , - (9> 

il Tiendra 

PCaCos.H-JCos.ii-l-fCos.).). 

!Cos.'*Ïj'X/+ÇM.^Cos.ySCy'Z'+«'r) I 
+Cos.VÏ^Z'+Co?.-Cos^*'r'-4yX') ) 

ou enfin , en remettant pour Cos.« , Cos-ji , Cos.y les Talents donn^ 
par les équations (4) , 

P*C«SJ?+*ï.r'-KÏ^') 

H-cs.ro'ï.j^r'+s^og.jc'SCr'jï'+s^z/) |. (n) 

Or , paisque a ,1^ c sont les coordonnées dn point d'tpplicalfon: 
d« la résultame , on doit avoir (a) 
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^ SUR LES PRINCIPE^ 

fSJi'—aSZ'-S(zfX'-r-r'Z') , . (la) 

En çDmViuat deux quekonijaes de œs trou ëqnatioDl arec VétpA^ 
^on (il), pOMnt pour abféger 

»j'X'-Sjc'Z'=B , J . (i3) 
Xj^r'—S.y'X'=C , \ 

H-S.Z'ÏJt'SyX'+jr'Z') I =f , (i5) 

«t lytât ligird MX ë^atioQi ( i et 3 ) « il Tiendra 

«=-^{i»(ca.r-w^O-K^-K)*-*) . 



telles, p9it dQDÇ I^ .cDc^rdoim^s chi point d'appltcatidn de ]a r<î-i 
tiilt«iteJP,Sir«asapposecette r^plt«ple parallèle U'a«j^ des^^ ofianni 
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DE LA MÉCAI^KJUÈ, SÔ7 

M ^l donnert 

^— j^; ' *— sjgf * ^~ »jp ■ 

Si en outre od supposait que les puissances primitives P' » P", P"'', .;.; 
^oDt parallèles à cet axe des Z , ces ptussances ne swaÎMit autce 

chose que les composantes Z' ^ Z" , Z"' ; tandis que les autre* 

composantes X' , X" , X'" .... Y'., Y" , Y'" , .«. seraient auUes > on 
aurait doac alors simplement 

x.xfZf , x^Zf XjfZf , . 

formuks qui vont nous àerrîr \ constater une erreur , daos hi thëerie 
actuelle dé la pression des fluides sut- les corps flottans C^). 



(*) Seraiuce trop liaaarâer qve de dire qu'en caldiluit leiformulea (16) , H. 
Dubuat n'a peut^tre fait autre clioae qu'aulgner un point de la âirectioo de la 
-V^Mikante , titf par mk loi géontéirique ou analilîqne tout h fait arbitraire , aveé 
d'autrea poinls , pria ariiitraimnent «ur lea directiobs dei cotnpoMntei ' ?' Qu'e*!'- 
ce en effet que le moment d'une force ? Peot^ être quelque choM iAdëpUi- 
dammentd'unedé6mlion?Et,qaelquedë&nitionqu'on'enTeailledonner, leïmomeofe 
peuvent-ib avoir , à ;M-ûin' ^ quetquei propriéiétnonrenferm^d, du moins implicite^ 
ment , dans la définition qn'on aura voulu en donner T J'ai dAeriuiné la rtf- 
■oUanle de plusieurs forces paratlèlei ( et je' rt'ai eu nullement betoiu pour eeli 
de connattre leurt polnth d'apph'catioB )V je' t^mhe U dlifancè dé cette rend-- 
tante- ji un plan fixe, parallèle ank dHvcrïona des foraei} je trobve que «etiA 
^■tiocè ctt'^galii è la' «nàme Aw produits ' dès comptiaaritcs par leurs ^ancei 
è ce 'plan', divisée par la somme de ces m&nes totuposàntei , É'esi-^-djre ', plié 
U rétultante ; fbi condus qnfa le prddmt'deia Fésttllriiite'par sa dtstimce i td 
(JanGMt pàrallMe'A far d{raetion---cominnne''dea Torcèé , est^gil' A U soimrf 
des produit* dea composantes par leurs distances au même plan ; je prjrms qoe 
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ao8 SUR LES PRIJfCIPES 

On sait que les pressions exe^ct^cs par un Suide pesant sut les 
divers poinis de la surrace anlrâcure d'un corps flottant, ont une 
rësultaote unique et vert'calc , égn\e au poids du Tolume de fluîd» 
déplacé , et passant par le centre de gravité du volume de la ca- 
rène, supposée homogène, A l'égard du point d'application de cette 
risultanle, il est le mente , suirant tous les auteurs d'Hydrostatique, 
que le centre de gravité du volume ,de la caréné ; cependant , si 
0:1 le détermine par les formes que nous venons d'exposer, on 
trouvera , en le comparant à ce centre , que la -verticale comprise 



|e lerai souvent dans le cas de rappeler rcite proposilion i c«tte pensée me fuit 
dëairer d'en pouvoir abré|;er Ft'noiic^ : daoa Celle vue , je con^ieni d'a|>pelec 
HOMEI'T d'une force k produit de celle ff>T<e psr m diitance i nn plan paral- 
lèle i *a direction ; et dèi- len ma propoiitiôn ac r^uit k dire aimplemeut que 
le moment de la risullanU ett égal à la tomme dt$ moment des tompotantet. 
Tout e*t , dans ce cai , clair et intelligible ; màii , du moment que je compare 
«M Torce' à un' plan nos pwUIèle k ta dirrction, je n'aperctùi plus de momenf, 
du moins d'aprèi le km que je viens t ou t-à- l'heure d'attacher à ce mot. A U 
V^té , ie poun-aia bien , en gënëraliaani la délînilion , appeler MOMENT d'une fore» 
If pradait de cette farce par la diitmee de ton point dappUeatîon à vn ptan 
f ue/coDf W ; maia , s'il est admis que ce point peut être pria arbitrairement sur 
M directioa , il s'ensuivra , comme ÏL Dubual l'a fort bien observé lui-ménw 
lAnnaUi, tom. V, pag. ai5)> qu'excepté le cas du parallélisme «u plan, 1b 
moment d'une force feat (eut c« fu'on voudra. 

En vain objectem-t-on , contre oette dociriae , que tons les géomètres reconr- 
naissent l'existence d'un centre dea forces pirallfcles ( qu'eat-ce , en effet , que ce 
ceqire I le voici : on prend arbitrairement y aor les directtona de plnaieura forcée 
parallèles ^ des points que l'on suppose fixes ; On imagine ensuite que les forces , 
toujours appliqua i ces points | changent d'une manière quekooqoe leur direc- 
tion commune; an Ireuve que , dans ce chan^ment, la réankanle est toujours 
£ri{ée vers un mémo point fixe , et c'ett ce point qu'on nomme la centre de* 
Jorcei paratlitet. Mais, outre que rien de semblable ne saurait plus cxiater, lors- 
que lea forces cessent d'être parallèles ; qui ne voit que , même dans la caa oA 
dlea sont telles , ce qn'on appelle centre dttjorcet est tout aussi ailûtraîre et 
Taiia^ 9<*e les pointa pna arbitrùreiBNit sur lea dircctiona de ces farces I 

tntn 
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DE LA MÉC/rîTrQUE. ^ aog 

entre le potnt d'application' de la résoltante des poussées da fluide ' 
et le plan de flollalson est double de la Tertieate comprise entre' 
ce même plan et le centre de volume de la carène. C'est donc une' 
erreur de dire que ces deux points se confondent en un seul. Ce- 
pendant cette erreur serait assez iiidifi'ércDte , sî le principe déjà cité, - 
qu'une farce peut être censée appliquée à im point quelconque -de 
to direction , était vrai généraleoient et sans exception ; car , en 
rertu de ce principe, le centre de Tolume de la carène, qai est' 
tonjours sur ta direction verticale de la résultante des poussées du 
fluide , pourrait être pris pour le point d'application de la tés-- \- 
taote. Il en serait de même i l'égard d'une résultante ou même d'une 
force ^ueteonque; il sofliniit, dans lona les cas, de connaître sa 
direction , et la recherche de son point d'application sérail teul à 
fait inutile. Or, noos avons^ déjii eu occasion de remarquer {An-- 
notes îtom. V, pag. 21 S), qu'il n'est pas toujours permis de- dé-' 
placer le point d'application d'une force, et de le porter sur uit 
autre point de sa direction (*). ^n revenant iei sur cette'remarqne,'' 
nous allons essayer de développer ce que nous n'avions fait qu'ion 
diquer en l'endroit cité. 

Le principe dont il «agît n'est plus aujourtt'faui répufé une simple 
b)rpothise ; c'est une proposition démontrée , ou du moins qtie l'en 
croit l'éfre , et dont l'énoncé est : 

» On ne change ràn li Inaction d'ime force , en transportanl ion' 
» point d'application en un point quelconque de sa direction, pourva 

(*> U ett ^rmis , je croît , da tl^tkcer k point â'appHcsrien d'une Tchto , 
lonqae cette force doit ceoterv» irmrwblenent I» même direction ; maif-, 1! elle ' 
doit changer de directîoo par rapport la ijaiteio auqocL etl* e«t appliquée «a , 
ce qoi revient aa ntae , ai ce fjitèniia doit changer de «luation par rapport 
k eKe , OD ne fouira pb» de la m£aie fâcoll^; le point d'application da U force 
Mn alora eehn par le^l sa direciion ne cessera de passer , malgré te change- 
BMnl Mrvetm. C'est , en pam'culîer , le cas dea corps pesnns J «'est égalemtat 
f^M de» Mtpa lolidas. flottant aor d» fluidea, 

^ J.D. G, 

3^: n 31 
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aïo SUR LtS PniNCïPES 

» qaa ce second potat soit censé lié au premier , par om Unix» 
». bflexiblc , et que l'intensité et U direction de la fonce soient 
». restëet les mJnies. i* 

Admettons d'abord la proposition , et voyons, quelles en seraient 
les conséquences. 

I.* La condition de stabilité d'un corps solide, flottant sur un. 
SLuiâe pesant, est que le centre de grarïté da corps soit inférieur» 
dans la position d'équilibre, au rmtra des pressons du fluide; ou, 
si le premier de ces deux points est supérieur au second , il faut, 
pour la stabililé de l'équilibre , que leur distance verticale soît moindre 
qu'une longueur donnée par le calcul , et dépendante de. l'étendue 
et de la figure de la flottaison , ainsi que d« Ib masse du corps. 
B^is, en se permettant de déplacer, à volonté, le point d'applica- 
tion des forces, tout cela se simplifié , et l'équilibre est toniours 
«table ou, si l'on veut, n.e l'est jadiaîs, Veut'oo qile Héquilibre soît 
■ afable? On déplace le point d'application de là résultlnia.des poas- 
sées.dn fluide, dans la position d'équilibre, et on le porte , sur. la - 
■érection- verticale de cette résultante, au-dessus du centre de gra- 
TÎtë du corps ; cela sufiît , comme nous Tenons de le dire , pour 
que l'équilibre soit stable. Veut-OD , au contraire , qu'il ne le soit 
l^s ? On porte le centre de pression , sur la même verticale assez 
•u-dessous du centre de gravité pour qu'il en soit ainsi. En faisant 
cp$ déplaccmens, on a soin de dire que le point d'application de 
If force et le point de sa direction auquel on< lo transporte sont 
censés liés entre eux par une verge, inflexible et inextensible (*}. 

a,.** La durée des oscillations- d'un pendjile dépend ^ non scole- 
nent-de l'amplitnde des oscillations et -du moment d'inertie du pen- 
dule, mais encore de la distance verticale de son centre de gravité ' 

(*) Poar parvenir à U condition de •ubilïté-de l'ë^Ubrv-d'uBcwpa flettraa^. 
op eit obligé 4e comparer h poiitiMi d'^^lïbra à.uiM:«uir|t pmiliwi' ^i.eK.i 
4oit tTii-voi«ine, Il y « donc lieu , dsni-ce «aii 4 rtxctptioa,.niiiilionnte dMS» 
k note précédente, J. D. G. 
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D£ LA M^ECANIQUE. au 

9» centre oa ï l'axe 4e rot»tioD , dam la poaii'ioa ct'^aîtibre.Ot , 
je centre de grarité d'un corps est le point d'applicat^ de la 
résultante des actions exercées par la gravité sar les molécules ma- 
térietles de ce corps (*); te centre de gravité peut donc être dépladé 
sur sa verticale , toat comme le point d'application de toute autc« 
force peut l'être sur sa direction (**). Ce déplacement étant fait , 
dans la position d'équilibre du pendule, le centre de gravité 
étant transporté ^u centre de rotation , la durée des osciitatïonj) est 
nulle. On pourrait loi donner une Taleor quelconque , en déplaçait 
conTenablemeot le centre de gravité (***). i 

3." Ce que nous venons de dire convient,, avec quelques. modf- 
fications, & tous les systèmes, et, en particulier, ^ us sjstèmede 
corps pesans. La distinction des éqmlîbres .stables et noh stiUes du 
.systime wpppse que la bautepr du centre de, gravité est variable, 
,et. la détenninalioir de la durée despscillatîons, que le système peut 
faire sur uqs position d'e'quilibre stable, dépend de la valeur de 
l'ordonnée Tertkale du centrç de gravité, dans la position d'équilibre. 
En vertu du déplacement des forces, le centre de gravité. n'e«t p«s 
en on point j>lut6t qu'est un autre de sa verticale; d'où il suit qu'il 
ne devrait Atre qtiestion ni de la distuidion des éqqîlibres stables 
et, non stables, ni de la durée des oscillations d'un.système decorp» 
pesants, dans tout traité de mécanique où on a démontré, dès les 
premières pages, qu'une force peut être supposée appliquée en l'aa 
quelconque des points de sa direction (****). 

La démonstration de ce principe est fondée sur plosinin antrw 
proposition» , dont la première est celle-ci ': 

« Deux forces égales et contraires appliquées aux deox extrémité 



Ci Daa* toutes le* sitsaliou que m cnps p«nt prenhe Am» Peapie*. 
C^ OêU , ixM le cas d'éqùlîbK ; non , dsn» mIuï dn mMiraneal. 
. (**D Cm» MoOD^f «l^atiiaa ta» panh devoirse rékoudi» cornait la pftnâib 
j***^ .Utea tép«ue CBcm» que ci-âcuns. J. O. C» 
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>i3 SUR LES PRINCIPES 

«d'une droite îaflexîMe, et agissant dans la dlreetioA de celte droite,^ 
» soDt en équilibre. * 

Il est certain que l'équilibre a liea entre les deux forces j maïs 
la preuve que l'on en donne, et qui consiste à dire qu'il n'y a pas 
de raison pour que le mourement naisse d'un côlé plntât que de 
' l'autre , n'est peut-être pas aussi claire qu'elle pourrait d'abord le 
paraître. En l'appliquant aux Couptn deALPoinsot» composa de 
deux forces égaies , parallèles et contraires , on en conclurait que 
les deux forces d'un même couple sont en équilibre ; car on pourrait 
dire aussi qu'il n'y a pas de raison pour que le mouTement naisse 
plutôt dans le sens de l'une de ces forces que dans le sens de 
l'autre (*). Si l'on -objectait qte les momens des forces, par rapport 
au centre de masse du corps solide auquel on les suppose applU 
■ qiiées pouvant être inégaux» cette inégalité détruit llndentité entre 
. :les actions des deux forces, nous objecterions Ji notre tour que la 
:iDéTne îoégalité de momens peut exister dans le cas de deijx lorces 
^alés'et contraires, appliquées aux extrémités d'une droite faisant 
f arlie d'un eorps solide , et agissant dans la direction de cette droite (**). 
Les momens des forces , par rapport ^à un plan oonnj è leur 
direction, et passant "par le centre de masse du corps, peuvent 
être inégaux ; ce qui détruit aussi l'identité parfaite que suppose la 



(*} C«tt anui U ce qui arrive ; le lysiine n'e*t iLars entrain^ dàni 1« «eus 
d*aDCiine force, ou plotAt ÎI l'eit égnlement dani le teni de l'une et de l'iutft; 
car c'eR à cela que revieat au lond U nuMivement (le roution que cm fercci 
tendent k fiïre tuître. 

(**} L'une et l'autre objection* me KinblerMent être tout au moÎDi prtestnrAa; 
on- ne peut guère uvoLr ce que c'est que de* motnena, ni de.qncUag prapnAis 
îb ]Oui»enti lorsqu'on n'en eil encore qu'à U d^nuinrtniïon du principe dont 
îl l'igH ici. D'silteurs , encore une fois , Ioîd que b inécaiiique doive recercÙT 
•es lot» de la théorie dei momesu , cette théorie nu HnoUe an coniraire devoir 
ttre abiolument subordonnée eus principes de ceUe ecience ; (wincipet* au défaut 
,d9iq«els les niomens. sOBt et iw peuvtnl (tre que de» bnctimu' tout i ralt,in- 
•igaifiautef. J. D. G» ,■ . 
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DE XI" MÉClWtQUE. tiS 

tpreàve. MaU laÏMons là cette preuve , et voyons la nûte de la d4- 
nofiJtration. 

La seooade proposition dont on j fait usage peut ^tre ^Doneée 
de la manière saivante. ' > ^ 

■ Si des forces appliquées ' k un sjrgtème sont en équilibre, elles 
» se détruisent, et sont à l'égard du système , comme si elles n'exis- 
«taieat^pas; en sorte qu'il est pcnnis, dans tous les cas, de faîro 
» abstraction de ces forces , lorsqu'elles sont appliquées au systècne, 
»'0U dc'Ies y supposer appliquées' lorsqu'elles ne le sont pas réât- 

. » lement. • 

- C'est principalement sur celle proposition , admise jasqu'Jt présent 

'' sans, preuve , qu'est établie la démonstraliofa du théorème relatif an 
déplacement du point d'application des forces. U importe dime 
d'examiner si cette proposition est vraie en général , ou si , au oon- 

. traire , elle admetdes exceptions dans quelques cas particnliers. 

Or j les équations de l'équilibre et cdlea du mouTeméat d'un systèm* 
éxxat respectivement 

dr^")=S(Jtir-+-rd/+^d*) i 

SI on ajoute aux forces X, T, Z, ou si l'on en retranche d'antres 
forces en équilibre, et satisfaisant par conséquent \ la première équa- 
^D , il est évident qOe ces nouvelles forces ne ' changèrent rien k 
l'expuéssion £(Xàx-^Ydy^Zàs) , commune aux deux ' équations t 
d'où il Semblerait permis de conclure que des forces en équilibres» 
tiélruisent et s'évaDonissent également , soit dans les formules de la 
biblique soit dans celles deU dynamique. Mais on sait que, pour 
obtenir certaines conditions ou pour - parvenir k certains résuliaâ 
du mouvement d'un système , il faut difFérentier la seconde, équation , 
et évaluer la différentielle d'.%jna* , dans une position d'équilibre. 
Cette diiïârentielle devient alors une fonction des forces en équilibre, 
toll* ^e ces for«^ ne s'y évanoaissent plus ; ce qui loffit poor 
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yiovtver ^09. 4es fnices ^eix ^^ailUirs ne «e diSiruiaeiit pu taïqowi 
et De sont pas toujours, ^ l'égard d'un système, cooiine «i >eU« 
■ B'vistpietVt'pA»* 

Cependant, lorsqu'il ne s'agit que des coaditîODS de l'tfquîUbFe ov« 
pitv .g^éralvDWt , ', Iorsi}ue 1« solution d'un prablènte D'exiga paa 
^e la focniitite ^Xvn* wit diffâreatiée et érahiëe. dans vue pos»f 
(ton d'équilibre , OOU0 venons de toW que des forces tmfpaaéà tm 
.^Dilibre » rcUtruiseot , et peurent être regardies comsie nulle»; il 
4at .donc permis alors de dtanger le point d'application d'une forçat, 
et de le porter en un autre point de sa direction , pourvu ( <»t 
jc'eat la condition ^nonp^e da«s tous les traités ) que le second point 
Mit m pu atsi^ lié » e'e9trk-dire » Mgwlé fiosioie lî^ au .presuer , par 
W».T41g«.iaAex(blç et ivextensiUe. 

Ipi se puisen^eot aalweUemeiH dewiK questions. Que.stgiùfimtcw 
expressions ; couds Ifét ûu regardés eommt liés? Si le point ai^ 
tjful on uvQ<p«rte la SifK% (ait [«atie d'wa STStiine , sa liaison arec 
le point d'application est d^tennintfe par ta nature du système ; ell* 
est par conséquent îndjtpendante de tout ce ^'on peut imaginer en 
disant que les deux points sont Ftés ou censés liés entre . eux par 
une verge in0exit>)e et inext«nyUe* Si, an contraîra , le second point 
est pris hors du système , sa liaison avec le premier est lost i faif 
ttrbiti»rt, et to»|«nia telle qu'on voudra le supposer. La £eth>n 
«ip^née par ii»s tenscf : eettsés liés ou regardés commtliéSf cA 
doneidntite dnalesecoodcas et contradictoire dans le premier (*). 
Oa iviapoaitce double inconvénient, en réduisant la condition du 
dé^ecment des forces à ce que le second p<Àit, s'il fait parti* 

(*) QuelfiM anUnN, pont dfaiMMtrer 1« Mndkiou de l'éqnilibM du pstjrgsM 
|^«ulu«a ,1 trwiportett tv^ vmd au Mevi tqIm ki poïot^ d'epplicatieo ôê» 
Jciiecf 9U df Uun réniuntei. C« meadi font donc ceniù li^ estre tux jat 
ooe dfoite jnflexîjil*. Gep«iidsiit,,d'ipTèi U d^finitioa du polygone finiciiliir* , 
Annëe pv In mSmea anlew* * les noeud*' aaoX utemblU pn de» eor^ flsiibluj 
3 j s doac ici co n t r sdLcd o ». 
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UE LA MIÈCANIQU'El SiS 

in $ysihme , $oit tel que la distance an premier «ok, -par la nature 
mime de te système; coDSUnte et înTariable. Maïs, cette condition 
est-elle absolument nécessaire ? et ne peut-il exister q^i'une seule 
espèce de Tiaison entre deux points , dont l'un est le point d'ap- 
plication d'une force ,. et V^ulro . celui auquel il, est pecoûs de trans- 
porter ce point d'application ? telle est la seconde question qu'il s'agiC 
dft r^udre (*). 

Or, la propriété en vertu de laquelle un point sitAé' silr la dtroc- 
tîoa d'une force peut être pris pour le point d'application de cette 
foree, consiste ente que deux forces égales et contraires', appliquées 
aux deux points , suivant la direction de la droite qoî les ioint , sont 
en équilibre. Il faut dbbc , après SToir posé les équations de l'équi- 
libre , en conclure les équations de condilioff q^'peutient aroir 
lieu entre les coordonnées de ces deox points. 

Soient donc x-^y-, z, s* t y't *f ms oootdônBée*-; Xj' JT, .'^, 
—X, ~Y, ~Z les forces égales et opposées- «[ipliqdiéea. Cux-deos^ 
points ; soient aussi 



(*} Voici comment j'ai- CTB devoir eatendn jm^td la raeillti'âa- d^Ucer lo 
point d'application 'd'nae force, TJim force Àaiit appUqaée 1 un point d'un ajv- 
tènw, je prend* arbitrairement an wcond point sur la direction' de cette rorcM 
Si ce point est un point du ajatème qni , par «a n^ure« aoit înTariabiement lié 
avec le premier , je «appote que la furca lui eat appliquée j ai c'eat , as cootrair« , ua 
point de l'espace, tout- i fait ëtrauger M ■jr«tèn«, jorsa-jv^-j-truiaporter la 
force aana îmafpner y au prfcluble , une liaison de ce pâint avec le preBÙer. U 
m'importe peu , au tnrplua , que la condition de diatance invariable entre lea 
deux points «oit nieêssoirt'i ibat ce qu'il iàut pour' mon-but, c'««t qu'elle toit 
•ttlEtante. 

Dans la statique , il doit Hn permis , on outre , de transporter nue force d'un 
point d'un s^tème.li un ailtA point àa-^ynim n«i lie' avec -luK d'une Dunièr» 
ipuariable; car , lorsque ' l'ëqvlibre existe dans nji i;atéine*i cet éqnSibre doit sub- 
lister ; k plus forte raison,- ai l'on. conçoit que le a^atëme se soit ioat-à<ooup 
sqtidi4ë.-On pe«u donc , dans 'le- polygone 'fnmealaimnt ^fi^/jB^, miffàttUvàÊ^ 
les MBuds liés entre eux- Jone aunilre iovanable. ■ . . 

J.D. G. 
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lef équation de condition^ entre lei coordonnëea ; lf« Ration* dv 
r^ailibre seront 

1 et f> <lau denx WAermiiifel. En nommant /l la nSsuImte de» 
fiircea X, Y, Z. et désignant par < la distance entra Ie< deux 
pointa on « 

x^K.r^, r==ji.C2r. z^n.^. 

' * a 

■toh il eit ficile de conclure 



j= 



l-^+'D , ul>=-,.—^+.B>i 

/ et • ^tmt des nidtfierattnto dépendant iaa premières, Salwtitttani 
«s Tslenrs dam la preiniire ^nation de eondltloD , n vient 
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ou simplement 

(j— :rOCd^— d*o+(r— rO(4r— "irO+C'— '0(d^— <ï^0=o • 

On trourerait le même résultat en prenant les valeurs de D, E^ F, 
D', E' t F' , et les substituant dans la seconde équation de cen- 
ditioa. Donc il ne peut y avoir qu'une seule équation d« cendltioD 
entre les coordonnées des deux points ; et cette équation exprime 
que la distance entre ces deux points est constante et invariable. . 

Il sait de tout ce qui a été dit ci-dessus que le théorème relatif 
au changement du point d'application des forces est sujet à des 
exceptions, dans pluùeurs cas connus; que, hors de ce cas, la 
théorème «&t démontré , ainsi que ta condition à observer dans la 
manière de déplacer ce point. Mais il -se présente encore ici une question 
\ examiner ; c'est la suivante ; 

Le théorènte telatif au déplacement du point d'application des 
forces, 'peut-il £tre démoqtré au commencement d'un traité de mé- 
canique -, et peut>il censéquemmenl être considéré comme devant servir 
de fondement à cette science ? " 

En réduisant la question an seul cas de l'équilibre , peur lequel 
le théorème est vrai, généralemenret sans exception , et en l'énon- 
çant de la iqanièfe suivante : LorsqiiU s'agit d'exprimer les coït' 
diiiona de F équilibre d un système y il est permis de transporter les 
points ^application des Jorces à des points quelconques de leur 
direction , pounns que ces points , s'ils font partie du système soient 
à des distimees fixes et invariables despoints réels ^application (*); 

^) J'avoue qae je n'ai iamaù lùan compris ce que pouvait fïre , en statique , 
k peint ri»i d'kpplicalîoa d'une force. Loin que je croie difficile d'àdmeur* 
ToMU VL "3a 
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en renonçant » disoni-nous , de cette manière , sa démmstralioii 
dépend , comme nous Tarons déjà remarqué, de celle d'une 'autr« 
proposition, laquelle, réduite aussi 4iu cas de l'équilibre, est : Si, 
parmi ht forces appliquées à un système , il l'en irow^ cuisaient 
belles-mimes en équilibre , leur existence dans le système ne ehan- 
gera rien aux conditions âe l'équilibre entre Ut autres forces qui 
lui sont appliquées. 

C'est donc cette dernière proponlion qa'K faudra démontrer, \' 
moins pourtant qu'on ne veuille l'admettre comme évidente d'elle- 
même. La difficultii de trouver une démonstraiion abtérieore k toute 
théorie, et fondée uniquement sur la définition des forces en' équilibre» 
Ibra [frobbblement qu'on s'en tiendra \ ce dwnier parti (*). Mais 
alors il conviendra d'expliqiler pourquoi c«ttê proposition', vraie sans 
exception en statique , ne l'est point toujouiB en dynamique (**)^ 
Quoi' qu'il en soit , en l'admeltant comme an AëorAme démontré 
ou comme une proposition évidente d'elle-mAme , il est facile d'en 
Conclure la formule générale de l'équilibre entre des forws quel- 
conques, appliquées à un système aussi quelconque. 

Soient en effet X, Vf Z, X\ T' , ^', .... des forces es tfqot* 

libre, appliquées aux diiréreaspointà(x,y, x),(«',^, x^ cl'un 

système ; et supposons la condition d'équilibrfe exprimée (»r TéquatioB 



tpivt» feree peut être trantportéa «oinot m diraclioo \ il me MmfaU au conlraîre 
-que toute la difficulté cowiiterail plutAt ici à bian éublir qu'il n'ett pu pernJa 
de truwporter une força parallèleioent i >t direction ( "Stxjvt AmiaUt,, lam- 1, 
pig. 175 , à la nott >. 

(*) Ce ferait ua» mon ivli , et cela précitémenl parce que la propoiili'oD dont 
H ('uil me lemble r^iulter ë^demment de lâ défintlion de l'jquiUbrt. 

(**> J'ai quelquefoia peasé que lei force* , considérée! indépendamiMBt et 
jmmvmunt qu'elle* peuvent faire naître , n'ëlant quft dea étrea de raîaoD , on ktiA 
peul-£(re tort de vouloir iaoler la acieuce de l'ëquilibre de celle do mouvenwDt. 
Ko terail-ce pai A cette cauae que tiendraient en partie lea difficulUa ibéoriques 
oue' fon rencontre dfea Peatrée de la mécanique' T 
^ . V J.V. G. . 
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T(X, r,z,x',r',z',.~.t,f,i,^', y,'', ■.■■)=<>. w 

Soient P , Q , R , P' t Qf , R^ , .... d'autre» force» , indëpendantes de» 
■remièn» , »ppliquée» aux m£mes point» ; la condition de l'ëquilibr* 
entre lei force» totale» X+P , r+Q , Z+R , X'+P' , Y'+Qf , 
Z'+R',.^ sen 

T(X+P.r+Q^+B^'^-P',T'+<2'^'+R',..x,x,i,i',y'^'^„)=o , 

•n , «n sapprimant àaaa le déreloppement la partie détruite pat 
féqBalion' (i) , et âdsi^nsnt par F^,, Fj, F^ ...... lus fonetioHs àà^ 

tiwieo de F ^ prîtes succeasÎTement par rapport à Xf Y,Z,.,., 

FF^x ^r,z, ...)+qF,[x ,r,z ,\..)-^iïf,[x ,r,z, ...)+„.=a . 

En rerlB de la proposition infnti»nnée plus haut , les- forças e» 
équilibre A*, I', Z', .... doivent s'évanouir, et il oe doit rester dani 

le preoiiet' membre de l'équation que les forces P , Q , R, ;. 

danc les fonctions dérivées sont des dimensions nulles , et la fonc^ 
tion primitive F est linéaire ; ce qui change l' équation (i) en celle-cii 

Ax-^sr-\-cz-\rA'x^-B^r-\-C'Z'-\- =o f <*) 

ji , s ,. € , A' , B* j C*, ....] étant des coefEciens encore inconniis ; 
mais indépendant de L'intensité des forces» 

Cela posé y lorsque la résultante des forces X, Y fZ , qui agis- 
sent le point (x^Y *') j ^^* perpendiculaire à la surface courbe' 
sur, ' laquelle ce point est assujetti à se mouvoir , c'est-à-dire ^ 
lorsqu'on a l'équalion de condition XA-x-^Yày-k-Zàz^o , les forcer- 
Xt Y, Z sont en équilibre , et la somme des termes qui contiennent 
ees. forces doit s'évanouir ; donc l'expression linéaire AX-^BY-^CZ 
doit ttre de la forme ^(Xdx-|-ydy-f-.Z'd2) , ^ étant indépendianV 
des forces. Pac une saison samblabl» A'Xl~\rB'Y'-^C'Z' doit 4tr« 
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de la forme t^'{X'^x'-\'¥'Ay'-\-Z'Az) , et ainsi de suite ; de sorte 
que l'équation (a) devient 

De plus, lorsqu'il y a , entre les coordonnées des deux points (SfVfZ) 
(s^,y', «0 » ainsi qu'entre les forces qui leur sont appliquées, la 
riaction exprimée par 

Its ïorcei X , Y , Z , X"y Y', .^^considéréesensemblesont en équilibre, 
et doÎTenlconséquemnient s'ëvançuir , et il en serait de mâme pour 
deux autres groupes de forces quelconques (*) ; d'o{t il suit qu'on 
doit aroir c=it'— /*"=..,,; ce qui réduit l'équation (3j à 

dans laquelle le facteur ^, indépendant des forces, ne peut donner 
une condition d'équilibre en l'égalant à zéro ; donc enfin l'équation 
générale de l'équilibre doit être simplement 

l(Xix+YAy+Zàz)=o . (••) 



(*) CeUe propcwilion ëunt facile à établir , noui en [supprimoiu U démoiu- 
tratkin , pour abroger, 

Kote ât M. DuhuaL ■ 

(**) M. Dubnat vondra |>eut-élre bien me pardonner la manière franche dont 
fai hasarde de combattre quelques assenions répandues dans le cours de son mé- 
moire. Si même il considère la liberlc avec laquelle j'en ai usé i son ^gard comme 
Vn témoignage de l'eslime que je lui porlo, il ne fera que me rendre une justice 
rigoureuse. Loin que je regarde son travail comme inutile ou déplace' , je pense 
■u contraire que c'est A des diuerlalions du genre de la sienne que ce recueil 
doit être principalement consacré ; et je me ferai toujours un devoir d'accueillir 
^vec empressement toutes celles qui auront pour objet d'éclaircir et de perfectionner 
les doclrînes fondamentales qui coiisiituent proprement 1% philosophie de la scicocs. 

J.D.G. 



DigitizedbytjOOQlC 



QUESTIONS RÉSOLUES. ui 

QUESTIONS RÉSOLUES. 

Solution des deux problèmes de géométrie proposés à 
la page 60 de ce volume. 



Solution du premier problème ; 
Far xax Abohné. 

XJE probUmd proposa revient évidemment i celai-ci : 

PROBLÈME. Déterminer, en fonction des trois angles plant ^uit 
angle t'rièdre , 1 1** l'angle générateur du cône droit inscrit ; 2.* t angle 
générateur du cène droit circonserit ;%.^ enfin ^ l'angle que Jormsnt 
entre euie les axes de ces deux cônes ? 

Ce problème se trouvant implicitement résolu dans uo article 
inséré à la page 839 du précédent volume des Annales ; je n'aurai 
pour ainsi dire ici d'autre tâche i remplir' qu'à CD faire ressortir la 
solution démandée ^ et je serai cooséquemment dans le cas d'y renvoyer 
fréquemment ('). 



(*) L'aulenr de cet arlicle , en le rédigeant , deraîl ne point conndlre , ou da 
noina avoir totalemeot perdu de Tue un arlicle de M. Francaîa , iniéié dan* la 
Correspondance sur l'école polytechnique ( lom. i.'' , n." g , janvier 1 808, pag. 337 )* 
Ce aont exactement tei mÂinra rësuluta et la lotme manière de procéder. Au 
aurplua , cea' rormules de M. Françala avaient dé}k para , antirieurement , dam le 
XIV.* catùer du JourncJ de l'école polytechnigv» ( pag» 18a); maïs atori M 
jBurdie , pour j parvenir , était un peu diEirenie. 



Digiiized byLjOOQlC 



ttj QUESTIONS 

Solution, Soient a , h , « , les trots angles plans it l'angU 
irifedre dont il s'agit ; r l'angle générateur du cdne droit inscrit; R 
l'angle générateur du edne.drott circonscrit, et D l'angle que fomient 
les axes et cts deux cdooi. Soient &it» , pour abréger , 

A'==i— Cos.*tf— Gos;*^— Ges:*<>t-3Gos.«Cos.jCos^ , 

5i , dans le mémoire cité , .on . «ippose -que les trots ajus sont le» 
arêtes de noir* an^e triidro , on aur» 

(y, z)=« , ('.*)=*» ('. r)=« • O 

1. Si, dans l'équation ^) y { Annales y iom. V, pag. 33i}, on 
substitue pour a^b^ c, les valeurs données par les équations (iS)^ 
( pag, 337 ) , «a ayant ^ard aux conTentions ci-dessus, il viendca 

Sin.*aSin.'(y£rrH'3Sin.2Sin.fCos.(<jr^r)Sin.(arjr, r) 

Sin.*JSin.'(zj,r)-+-3SînjrSinjiCos.(*y,r)Sin^y«, r) J=A" . 

8iB.^ia;*('jry , r)4-35in.tfSîn.JGos.(y2» )'jSia.(<jr, r) | 

Si 1 l'on suppose ensuite que la droite désignée par r, dïns cette 
^quatioa est l'axe du cane droit inscrit , lequel doit conséquemmeot 
laire, avec les trois faces- de l'angle triâdre^des angles égaox. entre eu& 
et i l'angle générateur r de ce cdne, on aurai 

par suite Ae quoi notre équation donner» 



t*ï It faut bien vemarqmr que no( a , 6 , c ne lont point ceux du n^oire dtét^ 
n ea eit de même de r^ 
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." A' ' 

SlikVai'" ' ' , ' ■ . " . (il 

IL 5! , âira la formule (7) . ( tom. V , pag. 334 ) * on prend pour 
r l'axe da cdoe droit circonscrit» le^el dûîtfaîre arec les trois arêtes 
de Pangle trièdre des angles égaux entre eux et à l'anglte génixauat 
Jl de ce cane , on aura 

(.r,s)=(r,r)=(.r,.)=Ri 
eo MDséqtfeQMf cette formule doDners 
A- 

Sin.*tf— 2(Goe.tf — GosJCosx) 
+Sin.'i— a(C<»J— CturfCoka) 
+Sîn.V — 3(C4»^— Goe^Goi^} 

III. Si enfin, dane l'équation (i^), (tom. V, pig. 338), OM 
•ntutitue pour Sln^z, i),Sm^a, y) , Sin.(xY,x) les Taleare 
donnée par lea équationa (i4) , ( ton. T; pag.. 337), il Tiendra 

Siilj*in<xx, r)Co».(r', ») ] 
ACo».(r, »<)= +SinJSin.(ar , rjCoêjfy' , 
-|-Sin.<Sin.(^ , r)Cotj(r', 

prenant alors pour r Taxe du cAna inscrit , et pour rf celui du cdn« 
circonaerit , et qui donnera , ^ la feu , 

** , »)=(!* I r*=V , «)»!«, 
(r,r1=t»; 
celta équation donnera 

C«s,B=-(Sin.«+SinJ+Sinrf)SinjCos.fl j (>) - 



".»)) 
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formule dans laquelle il ne sera plus question que âe substitaer povr 
A, $in.r , CosJl les valeurs trouvées cUdessus (I, II). {*) 
ly. De l'expression (i) de Sin.V on coBclut aisément 

C05.V= g. , , c. ,c- ^ i U) 

-4-Sin.»i+3Sin.rSinrfCo8.J 
H~S>n.*<;+3Sin.aSin.iCos.c 
et pu suite 

Tang.V=-j£;; ; (5) 
or> OD trouTe aisément 

A" = 4Sin jSin.;* — tf)Sln.(*— 3)Sîa.(f — f) ; 

donc enfin '_ 

Tang.r= /»''-^s:n.(^.-a)srn.»-ft)Siu.(/-r) . ^g^ 

formule commode pour le calcul par logarithmes. 

Si dans cette dernière formule , on sup'pose le rayon de la splitr* 
infini , il viendra 

expression connue du rayon du cercle inscrit au triangle rectilignc, 
en fonction de «es trois èdtés. 
y. De l'expression (a) de G>s.*A on condut usemenc 
i6Sin.'-àSin.*7^Sin.»^ 

èin.»iï= — — • ; (8) 

Sin.'a— 3(Co8.tf— C»s.iCos^) 

,1'' 4'Sin.*j-^2(Gos>— Oos^fCoso) 

■^ -l-Sin.V— aCCos^f^-Cps^osi) 

et, pftr suite; 

(*} n Mrait intéreaMuit de décoimirii , pour [« triangle aphërique , comme pow 
k triangle rectîligne ^ D est limplement fonclion de r et H ( to^ce AtmaUs , 
tom. m , pag. 347 ). Le mojen de t'en ■uarer serait d'ëlimioer . entre le* èqua- 
lion* (1,3, 3) I deux quelcorique* dei troia anglei ir , h , e , afin de vrir ai le 
Iroùiime diaparattrait auw d* Wï-^otme ; mail ce moyen ne paraît paa être d'une 
isiicutâsntfci-bale.' ^ J. Ù. G. 

iTang.* 
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Taog.'Jl= ï^r -■-. (9) 

eb^ «n mettant pour A' m râleur ci-dessus, et extrayant la racine 
quarrée , 

_ _ ■ aSiii.î«Sin.i4Siui« 

Tang.ff'-'-: ' : (loj 

* V^SinjSiiwC*— «)Sii».(*— *)Sin.{*-e) 

formule commode par le calcul par logarithmes. 

Si, dans cette deniiir? formule, on suppose le rayon de la spliira 
infini, elle deyiendra 

„ ahc . . 

expression connue du rayon du cercle circonscrit au triangle rectiligne ; 
en fonction de ces trois dAéx. 



Solution du, deuxième problème ; 

Par M. BiRABD , principal et professeur de matli^Qiatfqaes 
du collège de Briançoa , memlnc de plusieurs sociétés 
savantes. 

■ ^ S- '• 

Trotwer le rayon ie ht sphère inscrite è un titràUrtf 

Soient ABCD le t^ira&dre doimë ; 

7* le Tolume' dn tétraèdre ; r le rayon de la splière inscrite } 
AD=a , BDsd . CD=f . BC=«/ , CA=* , AB=/; 

o le centre de la spb&re inscrite , tf' , ^ , r' ses coordonnées res^ 
pectÎTement parallèles i a, ^, f , le sommet D e'tant l'origine; 

g t h , i( les perpendiculaires abaissées des sommets A , B , G 
sur les plans des &ces opposées A, B, C ', 

Knfio , « , ^ f V les aiiglea que forment deux à degx les arêtes 

Tom, ri, 33 
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En conccTiDt le tétraèdre comma compose de qaalre anlret lytnt 
leur *omntet commun su point o , et ayant ppor bases les quatra 
lace* A t B , C , D Aa premier ; leur hauteur coffiwu)4 t^a\ |» - 
rayon cherché r, et l'on aura consë^uemmeot 

d'o& OD tire 

' Do est la diagonale d'un parai lëlipipide , dont les arêtes coacooranC 
en D sont égales ^' a' , ^ , c' ; et dans lequel les distinccs entre 
les faces opposées sont toutes ëg^es ^ r. En conséquence # les triangles- 
cect^gles semblables donnent 

"=7> "=T. ^-T- W . 

yoilii donc le» coordonnées du centre dëterminëes. On uit d'aillenrs qoe 
Ço».«=r — r— , Ço«.»=— !- — - , 0»^= . ■ t 



»=T' *=T' *=■?' 

an mt^en de quoi r . ^ t b' , c' peaT«nt.,.uiM 4iflualU 1 et» èx^ 
- priitiés en fQaction des six ar£t«s. 
Les équations de D0 sont 

V V D ' 
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o« eafia 

-i-=-^ = — . - Ml. 

Sia.» SiiUit Siky *^ 

§.11. 

Trowa" té rayon de ia sphire cireonserite à un titraUlmf 

ToQt ^taot d'ailleurs comme ci-dessiu , soient de plus Q, le. «otM 
et'A le rayon de la sphère circonscrite ; ep désignant pas a", h'*', c" 
les coordonnées du centre de cette sphère , respectÎTcnit^ilpicalIàles 
^■ax. vttXt* a, ht e , son ëqaation sera 
(jî— a^O'+aCr— *'0(^— «'OCosi- 

Ponr exprimer que cette sphère passe par les qoatrp twunets A i 
B . G , D , il faadn écrire qo» son ^qnatioa est é^eount satû£ûte 
par chacon de« quatre systèmes de valeun 

sm^ , ysao , xso , 

jvso , y^^o , saae , 
Cela donne 

•»44ffi-f.(»-«tf)wa»"((-.^ Cofc«— a««C'>-e^Coi.iS+»««'iffCM.»ŒH« 
Retrancbaat l'éqnation (5) de chacaa« des équations (6) , ceUe»-<ù de* 
TÎendroDt , en divisant 1». fvemii^ ^^F 4., U, MwiÀ (W^ A «I. b 
troisièifi^ pi^, ff , 
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2c"+2i"Cos.m^ia^^Cos.§=c . 
En se rappelant que 

OD en lire 

«"= -^ {flSîn.'«— J(Cos.y— Co$..Coa.^)— f(Co8.^— CosyCos.-)) ; 

i"=» ^^ {5Sîn.'*— f (Cos.«— Cos.^Cos.y)— (i(Co$.y— Co3.»Cos./i)î ,■ 

c"= — 5^- {tfSin.'y— fl(Coa./l— Co3.yCos.-)— i(Cos.#— Coa.^Coa.»')} , 

substituant ces râleurs dans l'équation (5) « et ayant toujours égard 
à l'équation (7) , il viendra 

( a'Sin.**— x3£(Gas.<i— Cos.^Cos.y) ] 
_ -LlLiC» la. » /r* . /-».. *-•-. \ I 






+3*$iiv>-ai:0(Cos./i— Cos.yCos.«) j . (8) 

S. m. 

TrMwr la Jùtenee entre tes centres des sphères inserite et sir~ 
eonscrite è un même tétraèdre ? 
En représentant par D cette distance » et conserrant ^aillenrs Ie« 
■Ames déDoraioations que ci-dessua , on aura 

/•nnnU dan» laquelle il n'est plus qoestion que de substituer pour les 
coordonnées des deux centpes les valeur» trouvées ei-dessns , et qui aa 
simplifierait peut-être , en 7 introduisant les rayons R etr.-C^);. 

(*) n Mnk nv-tmit întfrcmnt de uvoir m D peut £tr« exprime' uniquonenl 
1 de A «t r. /.!>.£.' 
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THÉORÈMES NOUVEAUX. "9 



GÉOMÉTRIE ANALITIQUE. 

Théorèmes nouveaux sur les lignes et surfaces du 
second ordre ; 

Par M. FniciER , ancien élève de ïëcole polytechnique. 



. J 'AI annoDc^ , axas le IIL* volume de U Correspondance sur Neoîê 
polytechnique ( n.* 3 . jamier 1816 , page 3g4 ) 1 un théorème en 
vertu duquel 'on peut bonstraire , avec un é<]uerre, pour tout ias- 
trament , la normale et par conséquent la tangente à une ligne du 
second ordre , indépendamment de la connaissance des dîamëtfes 
principaux. Je me propose ici de démontrer ce théorème, ainsi que 
plusieurs autres théorèmes analogues , sur Les lignes et surfaces da 
Mcond ordre. 

Une ligne du second ordre étant donnée^ et un point fixe étant 
plis arbitrairement sur cette ceiurbe ; si l'en prend- la tangente en 
ce point pour axe des x et la normale qui tuî répood pour axe 
des y , en désignant par i? la longueur de la normale , mesura 
depuis l'origine jusqu'au point où elle renconue de nouveau 1» 
courbe, par 

f=Ax+N , 
l'équation de la tangente \ cette dernière extrémité de Ta noNnafe,. 
et enfin par P le rayon de courbure «jul répond ii l'origine j Ve- 
xation de la courbe dont H s^agit , sera 

prom.rj. H* FlU^i.*' février iSiÇ. Z^ 
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Ns*+2Py(y—As~N)=o . (i) 

Soit D une droite menée arbitrairement par l'origine . et formant 
respectivement arec les axes des x et des y des anglei dont les 
cosinus soient a et 3 , ce qui donnera 

a»+i»=i ; (a) 

VëguatioD de celte droite sera 

aY=^bx î (3) 

en la combinant avec l'dquation (t) , «Hk obtiendra, pour les coor- 
de l'interseclion de D avec la courbe 



Pour une nouvelle droite D'' , passant également par l'origine , et 
formant avec les axes des s et des y des angles dont les cosinus 
soient -respectivement a' , b* ^ ce qui donne 

«/»+i/»=i , (5) . 

on 9iin semblablement 

) (6) 

On trouvera aisément d'après cela que l'éijualion de la corde C 
qui }oInt les extrémités des deux droites D , IV est , en dlvlsaot 
par Ob' — ha' , 

Si » pour savoir en quels points la coide C coupe la normale ti 
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la tangente ; od &it succcssÎTement , dans celte équation , x et 
■^^o, .il viendra 

1= z; • <*) 



"Cf+f) 



(9) 



pera toujoara la normale au même point ; et que , pourvu que 
a a' . ' 

—4-» soU coDStaot, cette même corde coupera toujours la lapr 

gente au même point , quelles que puissent être d'ailleurs les dî-^ 
recdons des droites O et IV. 

Parmi les divers cas où — est constant , l'un des plus simples esty 

sans coDtredit , cehii où l'on a 

aa'-\-by=o y d'où -- =— i ; 

les droites D > D' sont alors perpendicalaires l'une \ l'autre % et le 
point î\.7M de la normale par lequel passe la droite C est donnée (4) 
par la formule 

y= .-?+«• ('^> 

De U résulte ce tb^orènie : * 

THÉORÈME I. Si l'on inscrit à une ligne du second ordre 
lau suite de triangles-rectangles ayant tous le sommet de l'angle 
droit situé en vn même point de cette courbe ; leurs hypothénuses 
concourront toutes en un mime point de la normale menée par 
le sommet commun à tous ces triangles; d'où il suit encore» far. 
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la ihiorie des pèles (*) , que les points de concours des -tangentes 
aux extrimitis de ces hypothénuses seront tous situés sur unê^ 
même droite. 

Si donc , n'ayant d'aotre tnsirument qu'un équeire. on veut cons> 
truire la tangente et la normale en un point quelconque d'une ligne - 
du second ordre , il ne s'agira que de construire , avec l'équerre , deux 
triangles-rectangles ayant le sommet de l'angle droit au point dont il 
s'agît ; la droite menée de ce point à l'intersection des hypoihénuses 
des deux triangles sera la normale , et conséquemment la perpen- 
diculaire menée à celte droite , par le même point de la courbe, 
«n sera la tangente. 

Cette construction fournit en outre un moyen assez simple d'ob- 
tenir le rayon de courbure, et conséquemment la situation du centre 
du cercle osculateur. Si , en eifet , l'on désigne par K la distance 
de l'origine au point fixe de la normale par lequel passent toutes 
les hypothénuses, point que nous venons d'enseigner ^ déterminer; 
on aura (lo) 

Jf= - doù P='. . 

3P+N* • N—K 

n résulte clairement de notre analise qu'il y aurait umt infinité 
d'autres cas où les droites C se couperaient en un même point, de 
la normale. Nous nous bornerons à signaler celui où l'on aurait 

— =1 , ou aa'^^Bb' , ou encore t" = "t f 

c'est celui où le» droites D , IV feraient d'un même côté , soït avec 
la tangente soit avec la normale , des angles complément l'un de 
l'autre. Le point fixe serait alors donné par la formule 
_ iKP 
. ■ ^~Ip^ * 



<*) yojei Annalet , lonw III , page agS, 
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Pirmi U$ dîfférens cas où rH~'T7 ^>t constant , l'un des plus 

remarquables ect celaî eu cette fonction est nulle. Les droites D, 
D'' font alors , de différens côtési des angles égaux soit avec la tar.gente 
soit aree la normale; c'est-jl-dire , en d'aul^'es termes , que la nor- 
male dWise en deux parUes égales l'angle fermé par ces deux droiles. 
Le point 6xe de la tangente où concoarent alors les droites C est 
donné (9) par la formule 



ce point est donc celui où concourreat les tangentes aux deux eztr^ 
mités de la normale. De là résulte ce théorème : 

THÉORÈME II. Si Von mscrit à uat ligne du second ordre 
une suite de triangles « ayant tous un sommet commun , et dont 
l'angle à ce sommet soit divisé en deux parties égaies par la nor- 
male qui lui répond ; les côtés opposés de ces triangles iront tous 
concourir au point de la tangente où tlle est coupée par la tan-~ 
génie à l'autre extrémité de cette normale \ S'oit il résulte encore , 
_par la théorie des pôles , que les points Se concours des tangentes 
aux extrémités de ces troisièmes côtés de triangles seront situés 
sur une mime droite , laquelle ne sera autre ici que la norvtale 
elle-même. 

La vérité de ce théorème s'aperçoit au surplus immédiatement,'' 
en remarquant que l'équation du syetème de deux droites qui , pas- 
sant par l'origine , font de p^rt et d'autre des angles égaux arec la 
normale , est de la forme 

»-=»r". (■■) 

dans laquelle >. est une constante qui délennjne l'angle des deux 
^ites. Or, en éliminant x* entre cette équation et l'équation (i), 
U vient, en divisant par y , 
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ëquatlon d!uiie droite qui , ' quel que soit a , coupe toujours l'axe 

des a au point pour lequel on a a^s— —- . 

U est aisé de voir , d'après cela , que si , par le point de la 
courbe que l'on considère , l'on mène deux cordes divisant en deux 
parties égales les angles que forme la normale avec la tangente , 
la droite qui joindra les extrémités de ces cordes déterminera , sur 
la normale et sur la tangente , les points fixes relatifs à nos deux 
théorèmes. ^ 

Une surface du second ordre étant donnée , et un point fixe étant 
pris arbitrairement sur cette surface ; si l'on prend les deux tangentes 
conjuguées rectangulaires de ce point pour axes des x et des y et 
la normale qui répond au même point pour axe des z ; en dési- 
gnant par ^ la longueur de la normale terminée à la surface , 
supposant que l'équatioa du plan tangent ii la seconde extrémité 
de cette normale est 

et représentant respecliveroent par P et Q les rayons de courbure 
des sections suivant les plans des xz et des yz ; l'équation de la 
surface dont il s'agit prendra la forme 

Soit D une droite menée arbitrairement par l'origine , et formant 
respectivement aVec les axes dès s^ des y et des z des angles dont 
les cosinus soient a , £ , r , ce qui donnera 

-»'+*'+*'= I ; ■ (a) 

' les équations de cette droite seront 

ex^zat , cy^ba ; (3) 

en les combinant avec l'équation (i), on obtiendra, pour les coor- 
données de l'intersection de D avec la surface courbe , 

^*) Vû^ex Ahaaie», tom. IV, pag«* 373 et 375. 
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Uiqa'+Pb^yi-iPQclc^.iia—Bb) * 
nNPQbe 



(^ 



Pour deux autres droites D' , D" passant également par l'origine, 

et formant avec les axes des x, des y et des z des angles dont' 

I«s cosinus soient a' , è* , c' ^ pour l'une, et a^' , b" , c" , pour 
l'autre , ce qui donne 

ar'+bi-+c"=J, (5) 

o"'+i"--|-*""=i ; (6) 

on aura semblablement 



aiyPQ»./ 

>VPQe" 

_ ■ ■ aSPQe"if> 

'~ ?r(Q«"»-fP6"»).^aPQcff(c"-^««-BJ'^ ' 

ayPQfV 

''""jfQo">+P'"')+2PQt"<t"— ^»"— *•"> 



(7) 



(8) 



«Q»'"+P»"')+"PQt"(«"— <•"-»") ■ 
On trouvera aisément , d'après cela , que l'équation du plan O 
qui joint les extrémités des droites D , ]y, Xy est 

cc'(J>c'—cl'XKQi""+KPIi"'—2APQn"c") 
+c'c"(i'c"—c'i")(NQa-+NPf—lAPqa c ) 
+c''c(i''c—c"iXNq<i"+NPf—lJPqs'c^ 
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f cc'{ctti—(lcCffiqa"'+l^Ph"'—iBPQh"c") 
+j +c'c'i{c'a"—(i'cr'){Nqa-+TlPh'—îBPqh c) 
[ ■+c"c{c"a—c"c){yqa"+l<IPh"—i.BPQh'i/) 
l ceHcl'—h<i')(Nqa'"+NPh"'+iP(lc"') 
+1 +c'c'\a'b"—b'a\tiqa'+NPb-+:,Pqc ■) 
I +c"c(ft"i—l"a)(Nqa'-+ÏIPV+iPqc") 
=iNPqcc'c"{,iib'c"—iu'b"+ca'l"—hitic"+hc'ai'—cfa") , (9) 

Cela posé ,- supposons que chacune de nos droites T> , Jy , D" . 
soit perpendiculaire aux deux autres , nous exprimerons cette cir- 
constance par les trois équations 

B'a"+i'i"+c'c"=<} . ! (10) 

a"« +i"i+c"c=o; ] 

lesquelles , combinées aTec les relations ( a, 5, 6 ), donfietonl 
entr'autres (*) 

tel —cf =a/' , cal —ac' ^11' , aV —t^ =c" , \ 
l'e"—c'h"=a , da'i—a'c =J , it'b"~li'a"=c , Hii) 
i"e—c"h=a' , t"ti—a"c^f, iiiib—b"a=^ -, ) 
et par coDsëquent 

aVc"—ac'h'i-\-ca'l"-4aieii-\-hc'a"~tVa" \ 
=a{h't"— c'i")+y{i"c~c"i)-t-''XiC—tyi j (12) 

En conséquence , l'équation (9) deviendra simplement 

O Voyes la Corrtsponâame xr Fitale JKtlytttlUti^ , (eme III , a.** 3^ 
îwvier 1816 1 page 3o3. 

m 
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+et'c"(NQ+KP+aPQ}x==3lVPQ(*'c" . , (i3) 

Si , dans la vue de savoir en ^el point le plan C rencontra 
l'axe des 2 , c'est-i-dîre , la sormaie-, oa fiût x et y é^aïax i zéro, 
cette dernière équation donnera ' 

■* P(W+Q)+QCN+P) ' ^'*^ .." 

résultai entièrement indépendant de la situation des dreites D, IV, 
X)'^- De là résulte le tliéorème que voici : 

THÉOSÈME lïL Si, à une surface du second ordre , on t'us- 
ent une suite de tétraèdres rectangles , ey^nt tous le sommet de 
leur angle droit trièdre situé en un même point tpielconque de cette 
surface; leurs faces hypotbinusales toncourront toutes en un même 
point de la normale menée par le sommet commun de tous tes 
■ tétraèdres ; J'oii il suit encore ^ par la théorie des pôles , aue les 
surfaces coniifues circonscrites fta auront pour lignes de contatt 
avec la surface dent il s'agit , ses intersections apec les plans des 
faces hypothénusales de ces tétraèdres , aut0mt toutes leurs sommets 
situés sur un même pian. 

Oo voit ï«r li que .l'iDscription \ une suritce du second ordre 
4e trois tétraèdres rectangtes , ayant tous le sommet de leur angle 
droit trlidra situé en un même point de cette surface , suffit pour 
déterminer la diMction de la normale et conscquemment du plan 
taqgent en ce point. 

Concevons présentement une snrCMc conique ayant son central 
l'origine, dont l'axe soit l'axe des. 2, c'est-à-dû^, la normale» et 
dont les sections parallèles au plan tangent , elliptiques ou hyper- 
kliques. aient leurs diamètres principaux respectivement proper. 
tionneïs aux racines quarrées des rayons db plus grande et de moindre 
courbure au point que nous considérons j l'équation Je cette surface 
conique sera de la forgoe 

Tom. rt. . 55 
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Qs'+Py*=xz' j (i5) 

^ liant une înâéterminëe qui Rut la grandeur d^ cette surface com'qUe. 
En combinant l'équation (i5) avec l'équation (i), pour en éliminer 
Qs'-\-Py* , il vient, en divisant par z , 

(m-\-2pQ)z-2PQ'Ax'i-By^N)=o ; (i6) 

équation linéaire , qui nous nnontrc que , quel que soit a , rinter- 
sectioii des deux surfaces est toujours une courbe plane. 

Si, dans la' rue de ronnaîlre suivant quelle droite le plan de cette 
• courbe rencontre le plan langent, on faitz^o, dans l'équalion (i6)> 
elle deviendra 

Jx+By+N=oi (t-f) 

résultat tout à fait indépendant de x ; ce qui donne lieu au théo- 
rème que voici ; 

THÉORÈME JV. Si une suite de surfaces coniques ont respective- 
ment pour centre et pour axe commun un point pris arbitra'irement sur 
une surface quelcomfue du second ordre et la normale à cette sur- 
Jace en ce point ; et si en outre les sections de cet surfaces coniques 
par des plans parallèles au plan tangent , Usquelles auront lenr 
' centre sur la normale , ont leurs diamètres principaux proportionnels 
aux- racines çaarrées des rayons de plus grande et de moindre 
courbure de la surface à leur sommet commun ; toutes ces surfaces 
coniques couperont la surface du second ordre suivant une série 
de courbes planes , dont les plans viendront tous passer par ta 
droite intersection des plans tangens aux deux extrémités de la . 
normale ; ^où il suit , par la théorie, des pôles , que les surfaces ' 
coniques circonscrites , ayant ces courbes planes pour lignes de 
contact avec la surface du second ordre , auront ioutis leurs sommets 
■'situés sur une même droite (*). 

(•) Donc atfaii le» cône» d,e nivolulion qui ont rejpectjvement pour sommet et 
pour axe commun un ombilic d'une surface du second oidre et la nonuale giA 
lui répond, coupent celle surface suivftnl une série de cercle», 

J.V. c. 
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Il est clair que , quelles que soient d'^lleurs les directions de 
.nos trois .droites D , D^ , IK' , pourvu qu'elles se trouvent situées 
toutes trois sur l'une quelconque de nos surfaces coniques , le plan 
G , passant par leurs extrémités , coupera toujours le plan tangent 
stiivant une in£me droite, puisque ce plan ne sera autre que celui 
de la courbe plane intersection de ta surface du second ordre aveo 
la surface conique sur laquelle les trois droites seront situées. 

Mais, pour exprimer que la droite D est sur la surface conique, 
il faut éliminer je , y , z entre les équations (3) et (i5). Expri- 
mant ensuite la mâme condition pour les droites D' , ly .^ il ea 
résultera tes trois équations 

Ça/ '+?*"=«:' ','} (18) 

entre lesquelles -éliminant P et Q, ce qui fera aussi disparaître x, 
on arrivera à la coadîtioa 

laquelle , jointe aux trois autres , 

a '+5 *-\-c ■= I » i 

donnera le systèmç complet des conditions sous llnflueDce cTesqnelle» 
les droites D , IV , D'' peuvent varier de direction , sans que- le plan 
que déterminent leur» extrémité» seisti de p'asser par la section 
commune de» plans tangens aux deux extrémité» de la normale. 
^u aurpluâ, la condition (19) peut être remplacée par laïuÎTanle; 
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tf"è*«_J/'d/ft+a//»i-— i//»o»-f.o-^»_i*fl/» , (ai) 

que l'on en déduit en prenant Ii somtne des produits des équa- 
tions (20) par {^"b"* — h'*a"* , a"*h*^b"*a* , o*b'* — b*af* , et ayant 
égard i cette même équation (ig). 

La démonstfalion analitique du Théorème lll pouvant paraître 
un peu compliquée , \i ne «era pas hors de propos de montrer , en 
teuninant, comment , par des considérations purement géométriques, 
an peut le déduire du Thiorime I. 

Soient SABC et SÂ^B'C deux tétraèdres rectangles en S , iascrîts 
Il une surface du second ordre, et ayant l'arête SC commune ; les 
plans ASB, A^SB' étant tous deux perpendictiUires ^ SC coïncide- ' 
ront et détermineront dans la surface une section .qui sera une 
ligne du second ordre , à laquelle seront inscrits les deux triangles- 
rectangles de même sommet ASB , A^SB'. Soit P l'intersection des 
hypothénuses AB , A^' de ces triangles ; SF sera^ ( Théorème I) 
la direction de t^ normale ^ la section au point S ; et le point P 
sera , sur cette normale , un point tout à fait fixe et indépendant de 
la situation respective de nos deux tétraèdres. Soït T la Ungente 
au point S de la section , laquelle e^ située sur le plan -langent 
\ la surface courbe ; si l'on mène CP, le triangle CSP sera rectangle 
en S; mais SC , étant perpendiculaire au plan de la section , doit 
aQHÎ être perpendiculaire k la langenle T 1 qui est dans ce plan ; 
• donc catte tangente T est à la fois perpendiculaire à SC et SP ; 
et coDséquemment elle est perpendiculaire au plan du triangle ; le 
plan tangent i la surface courbe en S,, qui contient cette tangente 
T sera done aussi perpendiculaire au plap CSP , et conséquemment 
ce dernier contiendra la normale i la -surface conrbe en S , laquelle 
coupera' CP en quelque point Q , par lequel passeront également 
les deux faces hypotlténusales ACB , A^GB', puisqu'elles se coupent 
suivant CP qui contient ce point Q. 

Il est donc établi par U qu'en foisant tourner notre angle trièdy 
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trl-rectaDgle DIVIV'', autour de l'une quelconque de bm arêtes , le 
plan G déterminé par les exlrëmilés de ces mêmes arêtes ne cessera 
pas de couper la normale à la surface courbe en un même paînt 
fixe Q. Or, U est connu que tout ctiangement de situation d'un' 
angle trièdre tri-rectangle , autour de son sommet , revient à trois 
rotfttians successives autour de ses arêtes '(*) ; donc , quelle que soit 
la situation de cet angle trièdre, le plan C coupera toujours la nor- 
male au même point. 



(*) Celle pK^MMiiion , ^uï rerient i dire qac l'on peut toujoun faire «oihciiiler 
wr une sphtre deux triangle* sphériquei tri-recl»nglei ABC , ^."^0' , wi mo/cn 
de troît rontiom MicceutTei du premier sntour de ses Kmimeti , peut ac àimoùtm 
Mies aRuplement comm^il mit. ■ . 

Soii B' Ifl point où se coupent les arcs da ^^rands cercle* 3C et A^B* ;> l'on 
conduit un arc de gr«nd cercle AB' et on aaire AC", coupant BG en O, 1* 
point B', iiant diataot d'un cadran Aet pointa A d C , aéra le pêle de l'arc 
AO ; «I , puisque d'ailleurs Ie*point A eat le pAle de B'C', il l'eniiàt que le,.' 
triante AB'C sera tri-rectangle comme ABC , et pourra être contidéré comme 
r^tolt&nt de la rotation de celui-ci autour de ion aranmet A. ' 

Soit A' le point d'intersection dea arci de ^anda cerclea AjCf et A^'B' , û 
l'on conduit l'arc de grand percle S'C; B' élunl le pAle de l'arc C'A et O^ 
celui de l'arc A'B'; U a'enauit que le triangle O'B'A' eat tri-rectangle, comme 
le triangle C'B'A , et peut cooi'iciuetnmeBt èm coniidéré comme résultant de 
la rotation de celui-ci autour de ion aorninet B'. 

Enfin , le trifengic A"B''C ajant le aommat Ccenuann avec le triangle A^C^ 
peut parâllement être conaid^i^ comme r^tulubt de la roWtîon de «duMÎ autour . 
^e ce «oaun^ commun C ; ce qui dànontre complètement la pmjKnitioa ut: 
Hpnc^a, 

J. D.G. 
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ANALISE. 

Application de la méthode des moindres quarrés à 
l'interpolation des suites ; 

Par M. Gergonne. 



^OBSQu'iniE fonction d'une seule variable est donnée , on peut 
toujours déterminer rigoureusement et directeipent le» valeurs » laat 
de la fonotion que de ses divers coeJBcieas différentiels , répondant 
à une valeur donnée de la variable- indépendante ; tout comme » lors- 
qu'une ligne courbe est donnée « on peut toujours , pour l'une quel- 
conque de ses abscisses « construire l'ordonnée , la tangente , le 
cercle' osrulateuc, etc. 

Mais , de mtoie qu'au lieu de donner une courbe , on peut donner 
seulement un certain nombre de ses points , on peut aussi ^ au iïea 
de donner une fonction d'une variable , donner seulement les valeur» 
que prend cette fonction pour un certain nombre de valeurs de la 
'Variable indépendante , et demander ensuite d'assigner les valeurs» 
tant de cette fooctioa que de ses divers coefficiens différentiels > 
pour une autre valeur quelconque de celte variable ; tout comme 
on pourrait demander quelles sont , pour une abscisse donnée , l'or- 
donnée » la tangente, le cercle oaculaleur, etc. , d'une courbe dont 
DD connaîtrait seulement un certain nombre de points. C'est en cela 
que consiste le problème de V interpolation det suites^ 

Ce problème se réduit évidemment à remonter des valeurs données 
à celle de ta fonction à laquelle elles appartiennent , «ou dea points 
donnés 'au tracé de la courbe sur laquelle on les supposft sttaéfrî 
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IMT > par 1^ même il est înâéterminë ; car, par des points donnés , ' 
non coD&écotirs , même en nombre infini , on peut toujours' faire 
passer une infinité de courbes différentes (*). 

Ces courbes pourront fort bien , dans certaines parties de lent 
cours , difTérer les unes des autres d'une manière notable ; et U même 
différence devra se faire remarquer aussi dans les ordonnées, tan- 
gentes , cercles osculaleurs , etc. , qui répondront à une même abs-* 
cisse. Ou conçoit pourtai>t que , si les points donnés sont assez voisins 

-les uns des autres, tes courbes qui les comprendront ne pourront 
différer notablement, dans l'iniervalle embrassé par ces points, du 

. moins si aucune d'elles n'a dans cet intervalle une asymptote paral- 
lèle k l'axe des ordonnées ; on conçoit même que ces points pourront 

' toujours, être supposés assez multipliés, et, en même temps , assez 
voisins les uQs des- autres , pour que les différences entre ces courbes 
deviennent pour ainsi dire insensibles. Les ordonnées qui répondront 
& une même abscisse , comprise dans les limites de ces points , seront 
donc sensiblement égales ■, mais la différence entre les tangentes pourra 
être plus sensible , celte entre les cercles osculateura encore d'avan- 
tage , et ainsi de suite. _ - " 

Concluons de là que , si des fonctions de formes diverses prennent 
les mêmes valeurs, pour certaines valeurs déterminées, et voisines 
les unes des autres , de la variable indépendante , sans deveâïr ia- 

■ finies pour aucune valeur comprise entre celles-là j ces fonction» 
prendront des valeurs peu différentes , pour d'autres valeurs, de 
cette variable , ccrmprises dans les limites qu'embrassent les premières ; 
mais il n'en sera plus de même des coeiKciens différentiels successifs 

-qui, d'une fonction k tautre , pourront différer de plus en plus, 
k mesure que l'ordre en sera plus élevé. 

On pourra donc , sans erreur aensibfe , adopter indistinctement et 
attltrairement l'une des fonctions pour la fonction cherchée ; tout 

(*) On peut cAiiulter lur ce sujet une dlaterlalion ^ui le trouve i la p aee aSa 
du V." toUimt d« ce recueil. 
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comme , lorsque plusieurs courbes qui passent par les mêmes points 
ne présentent entre elles que des dïH'erences insensibles , on peut 
en regarder une quelconque comme étant rtfellcment celle dont ces 
points font partie. 

La, courbe et la fonction pouvant ainsi être choisies d'une infinité 
de manières dlifërentes , il sera convenable de s'arrêter aux plus 
* simples, c'est-a-diro , i la courbe parabolique et k la fonction ra- 
tionnelle et entière qu'elle représente graphiquement. Ce choix sera 
d'autant mieux fondé qu'il est connu que toute fonction qui oe devient 
infinie pour aucune valeur finie de la variable dont elle dépend > 
est toujours développable en série procédant suivant le» puissaocefl 
ascendantes de cette variable.. 

Le procédé auquel D0U5 venons d'être conduit est auaù celui .qu'on suit 
ComauBément; on suppose que l'ordonnée de la courbe cherchée est 
une fonction complète, rationnelle et entière de l'abicisse , duis laquelle 
on admet autant de termes qu'il y a de systèmes de valeur donnés ; 
les coefficiens de ces termes s«Bt inconnus , et on les détermine 
en exprimant que la courbe passe par les points donnés. Ces coefficiens 
une fois détermioév , rien n'est plus facile, ensuite que d'assigner 
l'ordonnée et les coefficiens différentiels qui répondent à une abscisse 
quelconque ; mais on ne peut compter sur les valeurs que la formule 
leur assignera qu'autant qu'on n'en fera l'application qu'à une abscisse 
comprfse entre celles des points donnés, et même ne se rapprochant 
, p^ trop de la plus grande ni de la plus petite. 

Cette méthode qui » en particulier , a été employée par M. I.aplace , 
dans sop mémoire sur la Beckerthe det orbites dts comités (*) , 
renferme une source d'erreur , dans la supposition , tout \. fait gia- 
tuile , d'une courbe du genre parabolique. Néanmoins , si l'on peavait 
compter en toute rigueur sur les valeurs données de la fonction . 
et si ces valeurs étaient très-multîpliées et lrès>voisines « ce que 



(*) Tojex le* Mémoires i* Patadimiê det scitiun dttvîff peur 1780. 

0004 
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noas.àrons dit cî-dessus, montre assez que l'erreur r^saltant de cette 
supposition ne serait jamais bien considérable. 

Mais il n'en va pas ordinairement ainsi ; les valeurs discontinues 
de la fonction, sur lesquelles on s'appuie pour construire la formule, 
sont communément déduites d'expériences ou d'observations suscep- 
tibles d'une exactitude assez bornée ; et il arrive alors , comme M. 
Legendre' l'a fort bien observé (*), que les erreurs qui les afFectent 
peuvent avoir d'autant pins d'influence sur la formule finale et sut 
les résultats qu'on en ^duit , que ces valeurs sont en plus grand 
nombre. 

Concevons , en effet , qu'on ait tracé une courbe quelconque , et 
qu'on lui ait mené plusieurs ordonnées peu distantes les unes des 
autres ; si Ton vient à faire subir à ces ordonnées des altératJoos, 
très-légères d'ailleurs y tantôt en phis et lantât en moins , et qu'en- 
suite on tente de faire passer une courbe continue par les extrémités 
de ces ordonnées ainsi altérées , on s'apercevra aisément que , si Tes 
altérations qu'elles ont sabï n'ont qu'une faible influence sur la 
grandeur des ordonnées intermédiaires , il n'en est plu« ainsi à l'ég^4 
de la direction de la tangente qui souvent pour une même abacisso 
aura pu subir un changement très-notable •» la différence pourra être 
plus sensible encore k l'égard de la grandeur du cercle osculateur. 

Ces aperçus graphiques peuvent facilement être conBrm^s par le 
calcul. Supposons , en effet ^ uu nombre impair d'ordonnées données, 
toutes équidistantes , et dent la distance commune soit prise pour 
unité. Soient o l'abscîsse et b Tordonnée du milieu j i , 2,3, ^.„ 

les abscisses et ^ , h" , h"', les ordonnées qui les suivent; — r, 

—^t — ^> •■" 1*> abscisses et b,, h„ ^ B,„y.... les ordonnées qui l'es 
précèdent; et cherchons les coefficiens diilerentiels qui répondent à 
l'ordonnée du milieu f nous trouverons , pour le cas de trois ordonnées 
seulement , 

(*) Vojes aea SouvtlUt mithodê* pwr ta éiurmmstmn itt oriUet Je» etmitttt 
tim y 1806 , ( pag. )V) 
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pour Iç cas de cinq ordonnées 

de la * d** la ' 

pour le cas de sept coordonnées 

dr _ 4S(.à'—^j)-^ib"-^,j)M^''—bm'i 
àx ~~ 60 ' 

d*» 180 • 

et ainsi de suite. 

'< Or , soppoeons que , toutes les autres ordonnées étant d'ailleurs 

exactes, l'ordonnée 6' seule soit en erreur d'une quantité fi , et dé- 

^gnoos par E.r- , ^•■r— les erreurs qui en résulteront sur les 
coefBciens dilTérenliels ; il est aisé de toit qu'on aura ^ dans le cas 
'de Uoîs oidonoées , 



B.i^=.. 


E-ë=î" 


dans le cas de cinq coordonnées 




d* • 


-•S=>' 


dans le cas de sept ordonnées 




E.±=;,, 


^■^=^'' 



de sorte que les erreurs sur le coefficient différentiel du premier 

ordre croissent comme les nombres 7 , 7, xi 7 et tendent ainsi 

sans cesse ^ devenir égales i l'erreur même commise sur l'erdoonée h'; 
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ti qae rerreui''coininise sur le coeiEciem diiF^rent'iel Ju second ordre 
est constamment double de celle-là. 

U. Legendre a donc Hé fonde i dire qu'en multipriant lesdonndes 
on s'eaposail à faire croître aus» les erreurs dans la même propor- 
tion, 11 est pourtant juste de remarquer que c'est en supposant qu'il 
n'y a qu'une seule ordonnée fautive, ce qui exclut toute possibilité 
de compensation d'erreurs ; et en supposant de plus que l'ordonnée 
fautive est précisément celle dont la valeur , exacte ou non , exerce 
l'influence la plus notable sur no» deux coefficiens différentiels. 

Quoi qu'il en soit , cette source d'erreur paraît n'avoir point échappé 
^ l'attention de M, Laplace. "Voici ; en efFet , comment il «'exprime 
( Mécanique céleste , tom. I , pag. soi ) : • Ces expressions sODt 
» d'autant plus précises j qu'il y a plus d'observations, et que le« 
» intervalles qui les séparent sont plus petits \ on pourrait donc 
9 employer toutes les observations voisines de l'époque cboisie , v 
» elles étaient exactes ; mais les erreurs dont elles sont toujours 
» susceptîltles conduiraient à un résultat fautif', ainsi, ^(?ur ^/jn/fl|f«r 

* tinfiuence de ces erreurs ^ il faut augmenter l'intervalle des abser- 

• votions extrêmes , à mesure que ton emploie plus d'observations. « 
Il serait peut-être plus exact de dire qu'il faut employer des obser- 
vations de plus en plus distantes entre elles ,-à mesure qu'on em 
emploie un pins grand nombre ; et nous allons voir, en effet , qu'avec- 
cette attention , on peut > il volonté , atténuer les erreurs. Soit a 
fintervatle , supposé constant , qui sépare tes valeurs conscculiveà 
de j: ; intervalle que, ci-dessus , nous avions pris pour unité. I^os 
■ésultals deviendront alors 

• djr 

Pour 3 observations . E. — — =s f ■ 
éx ' 

Peur 5 observations, E. -r- =7 ■ 
Peur 7 obsçrvations, E,-^ =;■ 



K 




■T. ■• 


E 


if ^ 


f 
■^ i 


E 
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Foarru donc que nous prenions pour a àts nombres ipi croissent 
plus rapidement que ceux de la suite xt^t'^f" "°' erreurs iront 
continuellement en dëcroissant, à mesure que nous aurons recours 
\ un plus grand nombre d'obserrations. Supposons, par exemple, 
que nous fassions croître les valeurs de a suivant les nombres de la 
suite naturelle -, et prenons pour tinilé la valeur de cette quantité 
quî répond au cas de trois observations , nous aurons aUrs 

Pour 3 observations , E.;^ , E,^^ ; 

Pour 5 observations , E.^iS , E.j^ j 

Pour 7 observations , E.;^ , E.;^ ; 
d'oii l'on voit qu'alors les erreurs sur les coeilîciens diJTérentiels 
du premier ordre décroîtront comme les inverses des nombres na- 
turels et que celles qui affecteront les coefHcîens différentiels du 
second «rdre décroîtront suivant la progression, plus rapide encore, 
ies inverses des nombres triangulaires. La méthode de M. Laplace 
est donc , du moins de ce côté , tout à fait ii l'abri du reprocbe. 

Mais -supposons qu'on ait, entre deux limites fixes données, des 
observations assez nombreuses pour rendre très-petite la différence entre 
les valeurs consécutives de x. Suivant ce qui vient d'être dit , on 
devra rejeter un d'&utant plus grand nombre de ces observations 

df d'y 

qu'on en voudra employer davantage dans la recherche de — et — . 

Or c'est là un inconvénient assez grave , sur-tout si l'on n'a aucun 
motif de suspecter plutôt les données que l'on rejette que celles dont 
on se propose de faire exclusivement usage ; puisqu'on se prive ainsi 
des compensations d'erreurs sur lesquelles on pourrait compter en 
les employant toutes. 

En réfléchissant sur ce sujet . îl m'a paru qu'il était possible de 
tout concilier, au moyen de la méthode des moindres quarrés ('), 



(•) On >wt qoe la méUioa© dei inoindre» quwfi» repo»e «ur ce principe que 
la valeur moyenne , 1% pin» ptobablement voisine de Peiactitude , d'une quantité 
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et d'arrÎTcr par elle à toute la prëcision qu'il est possible d'espérer 
daoB la recherche qui nous occupe. Voici pour cela de quelle ma- 
nière je conçois qu'on en doit faire usage. 

Soient a y a' , a'',.... des valeurs de ^, en nombre quelconque» 
et soient d , h' ^ W ,..,. les valeuis données et correspondantes de y. 
Soit pose 

«□ prenant dans cette fuictlon autant de tenues seulement qq'on 
en admettrait si , suivant ce qui vient d'être dit ci-destus , on - ne 
se proposait d'employer qu'une partie des valeurs correspondantes 
de ^ et de ^ ; il s'agira de déteroiioer les valeurs des coefficien*** 

A , B , C f D y Si leur nombre était égal à celui des <J>ser- 

vations » on pourrait leur assigner des valeurs qui rendissent les 
erreur» tout à fait nulles ; mais la chose sera impossible dans le cas 
actuel , et il faudra se contenter de rendre minimum la somme de 
leurs quarrés. 

Ces erreurs étant respectivement 

A+Ba -[-Ca '+Da *+......— 5 . 

A+Ba'-^Caf''^Da'^-^......~h' ,. 

'•• î 

il faudra faire . 



dcDt on ■ ptutieurs valenn approcMei, e«t celle <]ni » ^lant luppoiëe tout A fiât 
exacte , rendrait minimum la aomme Vei qaarrët dei «renrs dont les aulrea aéraient 
aie» afiéctëea. Le premier oiivra{p inprimé dana lequel il ait ë(ë fait menlioD 
de cette méthode est le mémoire de M. X^egendre , déji cité dans une préc^ 
dente note ( 1606). Dani un ouvrage puMié eu 1809, M. Gants a ddcbr^ faire 
utage d'une semblable méthode depuis 1795,- et M. Laplace a démontré poêtéi 
rienrcment que celte méthode ' est rijonreotemeut confonne à U dotuiac dci 
f nbibilit^ 
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(J+Ba +Ca '+D(f'+ .— J )• 

,+(^+B<i' +Ca' ■+Da' '+ ^hi y 

-H.A-\-Ba''+Ci^"+P'"'+ •—*")' 



^^mînimvK \ 



c'est^-dire « en diH(îrcntiant par rapport i A , B ^ C , D, „,.; 

^A+Ba' +Ca' ■+....—*' );d,<+o' dB+a' •iC+. ..) f 
-K'<+So"+Co"-+ l^iA+(i"iB-\-i,'"iC+....) 1"° " 

. ;+ ■ ) 

A cause de rind^pendaaee entra ^ , B . C , les multiplicafen» 

de d/4 , ABf dC. <}eTroiit ^parement itxe nuls; faisant ioat 

•D gëoéral , pour ^rrger , 

«u awa cette suite d'ëquaiîons 



en nombre préc-sémeat égal à eelu't des coefiieiens A , S , C , D,.„'^ 
«u'H s'agît de déterminer ;- et , tandis que les méthodes ordinatre» 
ihw^tH pouf y «4 «e^eoefficififs différcntiiil&de» yati^urs d'one pré*? 
cisioa toujours «n p»tt inreFieure' i <ei|e de» dannécs d'après lea^ 
quelles on les calcule , on pourra le plus souvent espérer ici de 
f eipporter en précision sur ce? données elles-mêmes. 

Lç cas le plus $lrriple , çt ea-qiémc temps le plus fréquent , es^ 
ftjvi p4 tes Tj|teu|-!( de x sont eu progression par diiférences ; îl es) 
alors peroûs de bubstltuer à cette progression la suite uatiualle da( 
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nombres. SoU sn^l le nombre dès valeurs coDnties et correspon- 
dantes de « et / « on pourra numëroter o la valeur de x qui se 
trouvera oceiiper le milîea ^ de manière que le numérotage soit 

— n , — («— i) , «..—3 , — 3 , — I , ^o , 4-» » +^ 1 +3 , ...+(«-1) , +» 

si alors on dëslgne par Sn" la somme des m.*"" puissances des 
nombres de la suite naturelle , on aura 

au moyen de quoi les ^uations (i) deviendront 

3an*.^H-32n«.^+....=ïa*J , aSfl«.B+aSn».5+....=ïfl»^, 

• • • • • ; . . . î 

ainsi , outre que les sommes de puissances semblables des nombres 

naturels sont données par des formules connues et générales , on 

'aura ici l'avantage de pouvoir calculer séparément les coa/Eciens de 

rangs pairs et ceux de rangs impairs , ce qui simplifiera le travail 

d'un^ manière notable. 

Dans le cas même où ni les valeurs de x ni celles de y ne 

marcberaient en progression par différences, on pourrait encore profiter 

de ces simplifications , en procédant comme il suit : on supposerait 

que ;r et 9^ sont toutes deux fonctions d'une troisième variable «; 

dont les valeurs , tout à fait arbitraires , pourraient être numérotées 

comme nous l'avons dit û-daauu ^ l'égard de jr ; on chercberait 

.1.1 1 , "S* 4)' ^'« 4^ 

par notre procédé , les valeurs de -r— » -^ . "î— > T^ » •••• » *< 

on aurait ensuite par les formules connues , relatives au cbaagement 
de la variable indépendante , 
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de At* tU <U» 



m 



cette mëlhode me semblerait préférable \ celle qui consiste \ înterv 
poler entre les observations , aBn de les rendre ëquidistantei ; attendu 
qu'il peut être dangereux , dans un problème d'une nature aussi 
délicate ; de dénaturer les données avant d'en faire usage. 

Il nous paraît que l'introduction des procédés que nous venons 
d'indiquer , dans la méthode de M. Laplace , pour la délerninat)*n 
des orbites des comètes , ne peut qu'ajouter beaucoup à sa précision ^ 
du moins dans le cas où l'on peut disposer d'un grand nombre d'ob- 
servations ; mais cette méthode ^ comme beaucoup d'autres, aura 
toujours le grave inconvénient de n'être , au fond , qu'un tâtonne- 
ment bien dirigé. 

U resterait ici au surpins an autre problème à résoudre , lequel 
pourrait être énoncé comme il suit : On sait tjue des points donniSt 
en nombre gaelcon^ue , sont à peu près situés sur une courbe para- 
ioîique d'un degré déterminé , mais inconnu ; et Pon demande d$ 
découvrir tpiel est ïe plus probablement te degré de cette courbe ? 
La solution de ce problème lèverait complètement l'incertitude du 
calculateur qui , voulant appliquer la méthode de M. Laplace, se 
trouve poavoû disposer d'un g^od nombre d'obsenrations. 
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TRIGONOMÉTRIE SPHÉRIQUE. 

Becherche de là relation entre les six arcs de grands 
cercles (jui Joignent y deux à deux , quatre points de 
la surface d'une sphère ; 

P&r M; BÉRARD , principal et professeur de mathématiques 
du collège de BriançoB , membre de plusieurs sociétés 
savantes. 



JVL. Bret a donn4» dan» ce recoeil (*) , «t MM. Français (**) et 
Carnot (**'*) avaient donné ayant lui TéqnatioD de relation entre les 
six arcs de grands cerrles qin joignent , deux i» deux , quatre points 
de la su^^ac<^ d'une sphère su, ce qiû revient au même, l'équation 
dfr'rehtTOiï entte'le»' siicangUfr'qae fDTimnt, deux à deux., quatre 
dhiites- panant' d^m iR<6m«- point et non situées dans un même plan.' 
Je- snî» parrenn , d» mon cMé y h cette équation , par 1es< ouaa\àéf 
rations^ auîvanieft qltî' m'ont para- aesa^- &iiiiplea pour mériter dléirft. 
ceudues publiques. 

Soient OA , OB, OCi, OTV-qnatrfr droites ind'éfinïes'-, parlant d'un 
-mime point O , et ayant d'ailleurs de& Sections c^uelconq^uea dan» 
l'espace. Soient bits 



O Tome V , pa^e 334. 

<**> Vojet la pagn aai de ce volnme. 

(^**> Mimoir» «fr la. nlatioa. tatrt einfpQÎalf ^s» r«ff«cr > fii^ 3S. 
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AiigSaG=a , Jng.T>Oi.=a' , 

Jn§.COA=i , AngSO^=h' , 

•^n^.AOB=é , Ang.^>OC=c' . 

Far OA , OB'^ OC prises deux \ deaT soient conduits trois 
plans. Soit prise sor OD une partie OR— r , et par le point R 
' soient conduits trois nouteaux plans respectivement parallèles aux 
premiers ; ils formeront avec eux un par^Uélipipède dont r sera la 
diagonale; désignons par x , y , £ respectivement , les arêtes de ce 
paniuélipipède gui répondent à OA , OB , OC ; nous aurons ainsi 

Ang<y,jr)=«, ADg.(r ,*)=«' ; 

Aiig.(i,»)=*, Ang.(r ,y)=J' ; 

Ang.(»,y)=ir ; Ang.(r, *)=«' . 

■ Or , il «st lonnu quft la pAJection d'une droite sur une autre 
est le prodoit de cette droite par le cosinus de son inclinaison sut 
l'autre ; en considérant donc les divers quadrilatères gauches que fonneit 
lu arêtes consécutives x, y, i avec la diagonale r, il viendra 

r=»Cos.<i'.tyCosJ'+iCos*' ; (i) 

x^rCtaM' — jrCosjr— nzCos.? , \ 

y=rCoii'— zCoSJi— a!Cos.£ , J (a), 

£=rGos.«^— «Co43«*/Cosul . I 

Des trois dernières on lire > 
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Sift*aCM.a^--Co«^(C<Mx^-Cot.oC<Mj)---Co»u!^fCo8jt--Co).cC o«^) 

Sii).4Co>i/— Coi^(CM.a— C<M.SCosj:)— <^^'(Oosj>-Coa^Cos.}} 

ysar. '■ ■ II. ..11.1 -.■■ — — — 

'"'^ * i-«Coi.>a— Cos.*^— Coh*<4-aCo»^Cos^Cot^ ' 

sabstituint donc ces valeurs dans rëtjnation (t) , divisant par r et 
chassant le dàiominateur commun » on obtiendra 

j~0>s.*^— Cos.'^— 0>s.*£4~^Co9''Cos^Cqs.c ' 

ISin.'oGos.'ii''— 2GosJ'Cosuy(Co5.tf— Cos^Cos^) 
+Sîn.»iCos.'y— aCosx'Cos^'(Cos.J— Cos^os^) ; (3> 
4-SiD."£Co«.V— aCo8.a'Cos.5/(OM.*— Cos^Cosi) 

qui est prëclsément la relation dfmnée pac MIL Bret g <!^gniot ef 
Français* 
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QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problème de Géométrie* 

OoNsmuiBE un quadrilatère dont les quatre côtés soient donnés » 
tant' de grandeur que de disposition consécufire , et qui soit éqiû- 
Talent au quarté construit sur une droite donnée ? 

Problème de statique. 

La démoBstrïtîon' des cbndîiiofli d'c'qnilibre sur lavii^que l'on 
trouve dans tous les traités élétnentaïres de statique , suppose essen- 
tiellement que le point de l'écrou que l'on considère tend à des- 
cendre »uiva)nt une tahgént« à rbéilee- direclrire du 6)ét de la vis. 
Mais celle supposition , vraie pour la vis dans laquelle ta section 
dù'fiht pA uri frtan piasséfft pï^ l'axe' est rectAn^laire , e^esse' d* 
l'être lorsque celle section est un triangle ou un segment de ccrde. 

On proposerait donc , d'après cela , de di^gager la rerherrbe de 
l'équilibre dans la vis de toute supposition sur la figure du filet 
dont elle est revitoe ? 
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ASTRONOMIE. 

Examen de Thypolhèse dun mouvement rectiîigne et 
uniforme , considérée comme moyen de parvenir à 
kl détermination des orbites des corps célestes;. 

Par M. Gehgohhe. 



L Ol QD point mobile parcourt dans l'espace , d'an iDOUTement 
varie q^ielconque , une courbe plane ou à double courbure , et ai 
l'on n'a ^ considérer les circonstances- de son mouvement que durant 
uo intervalle de temps aasea couM \ il aéra permis de supposer , 
sans crainte d'erreur sensible , que , durant cet intervalle de tenrips> 
le point dont il s'agit parcourt , d'un mouveinent recliligne et uni- 
forme , là tangente à la trajfsoloire q^'it décrit réellement. Cetto 
tupposition , admise par tous les géomètres , et sur laquelle ils ont 
même fondé la méthode des tangentes, nç pourrait souffrir d'objec- 
tion que dans le seul cas où- la partie de trajectoire que l'on- considère 
offrirait quelque point sing^utier » ou bien dans celui oùla' ritesse 
du mobile , entre les extrémités de celte portion de trajectoire^ 
éprouverait quelque cbangement brusque et fini. 

En admettant donc cette hypothèse , concevons- qpe l'on ait trois 
observations' complètes d'une planète, embrassant im intervalle de 
temps peu considérable ; ces tïois observations feront- connàtlre la- 
situation de trois rayons visuels , dirijgés' dé l'observateur vers l'astre ,• 
ainsi que lés temps qui leur correspondent; et, généralement parlant,- 
ses trou rayons visuels ne' seront point dans le- mima plan.. Dan»* 
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l'hypothèse qae nous &àmeiu>n5 ici , la droiïe «apposa parcounie 
par l'astre, d'un mouvement uniforme, se troavera donc assujettie 
i cette doiihle condition, i." d'être coupée l^Ia fols par les trois 
rayons visueU ; 2.° d'être coupée par ces rayons en parties propor- 
tionnelles aux înlervalles de temps écoulés entre les observations. 
Or , en vertu de cette double condition ,' la droite dont il s'agit 
se trouve délermiAëe et unique , et peut mâme £tr* assignée par 
une analise fort simple. 

Celte droite ainsi détermioée , le plan conduit par elle et par 
le centre du soleil peut être considéré comme le plan de l'orbite; 
- les points où il est percé par les rayons visuels sont les lieux de 
l'astre aux époques des trois observations. On peut donc obtenir 
facilement , pour les mêmes époques , les trois rayons vecteurs > 
ainsi que les angles qu'ils forment deux ^ deux ; or , il n'eu'faut 
pu davantage pour 'assigner les dimensions de l'orbite et la situation 
de h ligric des apsides (*). Ainsi , par ufa calcul tout k fait 'élë- 
inentaire , on obtiendra tous les élémens de l'autre , sauf Cependant 
l'époque du périhélie , pour laquelle il budra nécessairement recoutif 
aux lois d» Képter. 

VotU & quoi reviennent \ p«u pfè* , potir le fond, une multi- 
tude des méthodes indiquées , k dirersés 'époques , comme proprei 
\ la détermination approchée des ëlémens des astres , à commencer 
par ^clle que I^EWTON a donnée , dansjon ArUkméti^e universelle. 
A la vérité , aucune d'elles n'a réalisé , dans les applications , IVspoir 
qu'en avaient conçu leurs ïnventears ; mais on a pu croire que leur 
non snccès, dans la pratique , devait tenir ou au trop d'intervalle 
entre les obserratiorts , ou aux erreurs dont elles se trouvaient en<- 
tachées ; erreurs d'autant plus influentes que Tintervalle qu'embrassent 
les observations est moins considérable. 

A la Vérité , dans l'un de ses mémoires sur les comètes , LagbANGE 

(*) Ce problème t Aé rïëganunent rëtolu par M. la profeutor Kramp i^ Ht 
^Kge ' 1^^ da IV.* Voliime de ce reciteîl. 
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■ 6it Toir ^oe , m^inc dam FinfiniiDeiit petit , c'esIr^-diK , à la 
lîmile , l'Iiypolhète d'un moBVcneot reetUigne et tioiforme d« peut 
étn admise ; mais , •oit que l«0 motifs «or leU|uels l'est appuyé csi 
Ulustre géomètre n'aient point frappé également tous les taprili j 
toit queV l'idée qull a cherché à repouiser' ait p»ru Irqp eéduisaple 
i quelques-uns pour devoir être abandonnée ; seît en6n que l'autorité 
de l'auteur de V Arithmétique vniperselU ait exercé en cepi plus d'as- 
cendant qu'il ne conTÏent dans des matières de géométrie et de calcul^ 
en a- continué , bien postérieurement, à la publication des mémoire* 
de Lagrange , et dans des ouvrages très-r«comnandables d'ailUurs , 
\ indiquer la méthode de Newton comme propre, tovt Stt moins, 
^ fournir une première approximation. 

Des géomètres très-distingués , sans adtnetfre proprement lliypo-* 
thèse i^un mouvement recliiigne et uniforme, ont pourtant fait à 
peu près l'équivalent; c'est-à-dire, qu'après avoir d'abord attaqué^ 
le. probUme de front , par les principes de la gravitation , ils ont 
cherché , ehemio- faisant , è le simplifiée * par diverses snpposittons 
^ rentrent , pour le fond , dans l'hypt^hèse qu'il» semblaient vouloir 
évtter. Us n'ont fait atosï qpe p^enir , ^ travers les pénibles calcals' 
que nécessite l'emploi des méthodes légitimes , 3i des résultais équivoques , 
qu*ils-auraicnt pu se procurer directement & bien moins de frais (*). 

Je pense donc qu'il pourra n-'étre pas tout & fait inutile de revenir 
d'e nouveau «ur l'e-umen de l'hypoHièse d'un mouvement sensible- 
ment rectiligne :«t uniforme durant un intervalle de temps -peu con- 
sidérable , considérée comme moj^m ,de parvenir aux élémens du 
monvcment des astres. Mais voyons d'abord quelles sont les formules . 
aoalîtique»- qui jrésHllent de cette hypothèse. 

{*} Il importe mnà (le remiirquer qae , dus les procédé* approiimatifi , U' 
ne (offit pas de *'asaarer qne le> t|(untîlëB que l'on se permet de négliger tonV 
fiirt petite», maîi qu'il' bot d« plat qu'elles ne soient pas «fume petitene Jiompa*- 
cable k celle des quaniïtéa vii.fa>vîs âe qoi en les- néglige ; et' o'eit- U- une dmt^ 
à laqiieUe eu. ne fût pu looipurs. jwer d'jiUeDlwat 
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II. Soient priAs reipectivement pour ax6S âea a , y i 't pMÎtifi 
les droites meoées du centre du soleil à l'iiquiaoxe du priatempa ,' 
au Sdlstice d'été et au pôle boréal de l'ëcliptique. Soient alors tsc- 
pectÎTemeot 

Pour les époques t/ , t , f , 

r, , r , r^ les rayons recteurs de la terre , 

■/ , ■ , «'ses longitudes , 

$/, fi t ^^ les longitudes gëocentriques d'un asJtre , 

y/( Y» v' ses latitudes géocentriquec 

X; , X, X' ) 

Y, y Y , Y' \ ses coordonnées % 

Z,yZ , Zi \ 

D,,DtiyMs distances ^ la teire, 
nous jurons d'abord 

Z =D Sino- , j (0 

^'sszvsipy ; J 

nous exprimaroDs ensuite que les trois lieux répondent- aux trois 

icayons risuels, en écrivant 

Xissrfiot.0r{^fioi^,Ci».ri , Y/:srJSia.mri-Dfiia.ffioê,yj , 
XsqF-Coi.«>fDCot.|lCo«.y » ys=rSûi.«>4-DS>MCo«.y i 
afeWCoiV+D'Coi^Coiy î r=T^inV+Z>S>^Coi.)/ î 

«t tout cela aura lieu iodëpendamjnent de toute liypothise sur la 
nature du mouvement de l'astre et sur la nature de la trajectoire 
qu'il décriu 

Si présentement oo suppose que l'iaterralle qui sépare les obser- 
vations extrâmea'// , t* est asses court pour que , durant cet inter- 
Talle i on puisse considérer le mouvement de l'astra comme senstblfr- 
D6Dt rectiligne et uniforme , on aura 
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(,/_/)i'^((/_,,)i'+(/-/,)r'=o , ) (3) 

Mettant dans ces dernièrea ëijuationa les Taleors donil^ ( 2 et 3 ), 
«Ues deriendront 

(('— /)Coa.|l,Coso./J>/+(''— <)r,Cos.., ] 
— (/'— /,)Coa.»Co5.j. .D — (/'— <,)rCos.. 
+(/-^,)Cos.*'Cm.»'J>'+('— </yCos..' 

(/'— /)Sia.»l,Cos.»,.Z),+(/'— /)r,Siii.«, > (4) 

— (<'— /,;Sin.»Cos.»'.D— (C— *,)rSiD.. | =0, 
+('— '/)Siii/>'CosVJ)'-K/— ',)r'Sili..' J 
(/'— «)Siii.y,Z)^(<'— /^)SiD.).J>+(/— '/)Sin.*'J»'= o ■ 

desqaelles il s'agira de tirer ka Taleora de D/f D, V. 
On simplifie uo peu ce» ^nations en posant 

(C— ;,)i)Cos, =A , {f-hy", , I (5) 

(«^OiycosVsA' , {t—i'yi=^ i J 

ailes deviennent «insi 

A,Cos.»,— ACos.*+A'Cos.^+(,,Cos. v-:,CM.iH-f'Cos..O = o . 
A/Sio.»,— ASin.»+A'Sin.»'+(„Sin..^^in.»+-^Sin..O=o . («) 
A/Tang.r,— ATangH-ATangy^o . 

On en tira la rateur de A/ en prenant la aamme de lenia produiu 

respectifs par 

Sin^TangV-.Sin.nTang*, CoMTang.y-Cos.^Ttng.y', Sin.>-*]) 



Digilized by vjOOQIC 



^?» RECHERCHE 

on ta lire celle de A , en prenant U somme je leuis produ;» 

respectifs par 

Sin.»,Tangy-Sin.«Tang.,.„ Cos.^Tang.„-Co!.,,TangV, Sin.(^-,,), 

on en tire enfin celle de A', en prenant la semme de leurs produit» 
respectifs par 

Sin.*,Tang,i-SinjTang.,„ Cos.»Tai.g,^Co..ftTang,, Slik(^,,). 

En posant ensuite , pour abroger , 

(l'-l)r;Si..t.^« -t»-l,)'«m(^«+((-<Jr'Sin. V-«=r, i J 

5i«.(»"-«I..8.,r-Siii.or-«Ti«g.H-Si^(»-«T»jv=» ,- (8> 
il Tient 



'~ «f-flltCoi.,, 
~ «'-«JlrCeso' ' 
(t-HilkCa.,' 



(9> 



Ces Taleurs ëttnt caloutte. . le. ,<,<»tioM (, .t 2) feront eon- 
MUre le. eoordonn*» de. trois lieux de l'astre. Con«dér.nt ensuit, 
le plan de l'orlit. comme un plan pa.«„t par l'origine .t par la», 
«leui lieux. extrêmes, on aura, pour son équation. 

(«/i"-r^>+(Jr^'-z^')r-Kr^'-^i'';.=o. j f„) 

«plan a. tronvem donc eiitiJremeK dil«nnin<;»,t oB «*Swm,I» 
MluUou comme il a M dit ci-dessus. 
On poom. au» posât, jour Wpojue /; 
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dl ~ l"— «, 
àf _ Y>—T, 

àt _ Zl—Z, 

tl ~ !'-«, ' 

«t arec om iîx qaantità on d^enninera compUtemcnt les ël^mciu 
de l'astre «uÎTant ce qui a été dit ( Annules , tome II , page 8 }. 

111. Voyons pcësentemeot ce que deviennent ces lësultats à la 
limite, c'est-à-dire , lorsque l'interralle de temps i|ui sépara lea 
«bservalîone extrêmes .est injQnia^eat petit oa tfoL Posons d'i^osd , 
pour tittégett 

rCoi.»=g , rSm.«=A > Co*.|SCot.y:=^ , SiiHlCoty=» , }(ta) 
rKoïï.^sssg' ; r'Siiui^xA' ; Co4wK>)t.3rtQii^ ; flia.^'Cat.y'sv' ; 
Pfoos aurons cons^uemmeut 

'■/Si»^-/— »/>=(»'/*/— <>*i)Tw>g»/ ; 

r/Sin.(«/— ^)=(jnil/— R^/)Tang.y , 
,.rSB<.— »)=(OT»^ji«')Tang«^ , (lî) 

r'Sln.C-'— »0=('»*'— "jOTang^- ! 
r,Sîn.(.^^=(m'»/-»'^,)Tangy , 
r Sio.(« _»^=(»j'« —n'g )Tang.»' , 
.r'Sin.(»'—>'J= ("■'*'— "VJTangy' , 
Sin.(#'— #)»(jnn'— ffi'A)TaDg.}/rang.y , j 
, Sin.(»'-»,)=(m;ii'— p'a,)TangyTaBg», , [(ifl 
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Supposons «n outre que les observatioas «oient éqv'tdutintes «t 

posons 

ti.~~.tzxt — //=/ , d'oi t'—tf=%i ; 

«n substituanl toutes ces valeurs dans les formules (7 et 8 ) , elle» 

deviendront 

/,=,;m/A^3j+A'>-''/(«/-=«+»')ÎTai>6»„ 1 
/=/{»(*^3«+A')-»(j,-:^+^))Tang.,, | (i5) 

*=J(iiiB'-m'n)-(»i/i'-m'n,)+('»/^"'"/)}T»°6»^'°8-''T>"'g>'/ i C'Q' 
de sorte qa'en poMot 

(M— ni,)(ii'-fl)— (m'-fn)(ii— il,)=CmB/-)B/i)-(m'n,-*n/iO+Cm'n— IIMlO=K» <»7Î 
et substituant dans (9) , il viendra 

(ii.'-»)(>r-»»-l->o — ("'-■iHf-'n-W ' 

- _('»'-"-»*/— "t-W— CI'— '.'«/—'«-HO l/,g) 

(m— »i,)(t^-»H*)— (i— "JOTi— W4<0 . 
, KSiii.>^ ' 

et par suite (1) 
—2i=Y K"^-"" )(«/-^»*-t-*0-{«'-'> )(fr-=«+«OÎ . 



(■9) 



ce qui donne encore 

tt Tôa- a ensuite- 

JMseDtuBciit 
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Pï^MQteinent , g , h , m ^ n , Z étant des fonctions de / , les- 
quelles deviennent g/ , h, , m, t ri, t Z, ou g' . 



lorsque / devient /-w 
H 



=«-; 






h'^h-h- 



ou t+i , il s'ensuit qu'on doit avoir 






d» I 



;+C'j< : 



dj- i.a dli 1.3.3 ^'^ ' 
. , d"» .'• , dîJ .1 

+ 1^ 7;— "AT r;Â+^''* 






dZ i 

•îf'='^-d^7^ 

dZ 1 

^'=^-d^T^ 



i'Z •' d|2 ■■> 

dp" ■îj~d(i'7Ii "*"'''' ' 

d*« I* d*Z î* 

dp 1.» du i.»J^' ' 



C.G'.H,, H',M,, M',l<r,,N', 0, l' imi des foneUon» 
de / qui ne deviennent pas nulles lorsque i est céro. 
On déduit de tout cela 

tr-ig+l,= ^ i-'+CC+e,).' i 



JMI. f* 



'9 
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_ if i d>» ■:■ . J^ Jl v;. . 

^apris qaoi , en posant pour abrégu 

da . .. d» yd"" d'» d"» d>in\ 

dm . , d» . , /l'» d-i d>» d'»\ 
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il Tiendra - i 

0./-»+»0(«r"»+«^-<'"'-»»-H»0<''-"*+'')=-|-j^ 3S -jj- îrj'H-'''' • 
Ed coDSëqaenw , on ann (18 et 19) 

-3=— S3rî+^' 



*""" Mm d'il dnd'ml, ,. ' 

(dln d'> d' 
^ . (.^'2 •/« -.N.l^ ■ i'"' ■"' ■'^ d?(~"" 



, d;,dpJ_^_, 



M 



rësullata sar lesquels noos reTienArooi tout ^ l'heure. 

Si présentemeat on suppose que les obserratioos coïncident, 
c'est-i'-dîre , sï I'od suppose ^c f i&leirallfl i» temps i qui sépare 
l'obserratlon moyenne des deux observations extrêmes est nul, il 
Tiendra, en adoptant; pour pluade simplicité les.noulLons de Lagrange 



IV. St nous n'eusnons eu en tuo que de parveoir Si ces derniers 
résultais , nous nrit»» pu le» obtenir d'une manière incomparable- 
ment plua simpt» , ainsi que nous l'allons voir y et il en serait 
riti^ une neuTslIe méthode qui , ai l'hypodièse ^ui nous oeenps 
pouTsit être: admise » paraîtrait deToir l'emporter de beau- 
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coup sur la précédente , soiu.ie rapport de la ri^êor et de la 

brièveté. 

Soient toujours^ pour une époque quelconque t ,r le rayon vecteur 
de la terre , « sa longitude ou celle du soleil augmentée de six 
«igues } fi la longitude et y la latitude géocentriquea d'un aitre ; en 
posant , pour abréger , comme cï-dessuj , 

rCQ5.m=sg , Coa^Col.j'^OT f \ 

(M) 

r5in.«:=Â , Sin.^Cot.v=n ; \ 

g, h, mf.n seront des variables fonctîoos de /, et les équations 
des rayoDS visuels seront 

x^g-\-mK , f ssA+nx ; (a5) 

or , en conservant toujours la notation dea fonctions , lliypotbèse d'an 
mouvement rectiligne et uniforme revient 4 supposer 4 la fois 

«"œo * j^'=o , z"=o ; 
dliférentiaDt donc deux fois consécutivement, sous ce point do me , 
les équations (2iî)> on en tirera 

(aô) 5(37) 

y*^h'-\~nz'-\'n'z; ) o=^"-+-a bV+ b'<« . ) 

Les deux dernières donnent sut^Ie-cbamp 

x;=^ ^— . z'^Ar . (ao) 

Oo a ensuite , par les équations (26) 

tjnm« — 3i»'*)A"— (nw"— am'n'îs'' ] 






■ et enfin , par les équations .^25) , 



M 
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Toiei cominent on tirerait parti de ces formules. Au moyen de 
plusiears obserratioas peu datantes , au nombre de trois au moins , 
mais qu'il serait ntUe d'avoir en plas grand nombre , on se pro- 
curerait one saite de Talenrs de r» «, p » y , /et conséqnemment 
à6 g ^ h\ m , n. Far les méthodes connaes d'interpolation , on 
déterminerait chacune de ces quatre dernières quantités en fonction 
id£ / , de manière qu'elles soient amenées ï cette forme 

Lies coeJ&cÎMU namériques une fob déterminés , on aurait 

*/ =/r.+3fl,/+3H,/»+.... . A" =3(H»+3H,/+....) , 
ro'''=a(Jlf,+3Jf,/+«.) , 
B"=a(^.+3iV,H-..«)î ) 

Prenant alors pour t une époque qui soit & peu pris moyenne 
entre celles des observations extrêmes , les formules ci-dessus feraient 
connaître, pour cette époque , les valeurs numériques de gig^,g*', 
A , A' , A" , ni , Bj' , m" , n , b' > a" ^ et on en conclurait , par 
les formules (aS , ag , 3o) , les valeurs numériques de f , ^r' , y , ^, 
£ f zf t desquelles enfin on déduirait ( Annales , tom. II , pag. 8 ) 
tous les élémeas du mouvement de l'astre. 

On pourrait, au surplus, s'épargner la peine de deux iaterpola- 
tions en profitant des circonstances connues du mouvement de la 
terre pour exprimer g , g' ,^g" , h , hf ^ k" ^n fonction de r et «» 
comme l'a fait M. Laplaee , dans sa méthode ponr les comètes. 
On pourrait aussi , \ l'exemple -du m£me géomitre , dans le cas 
eu l'on saurait que l'orbite est parabolique » ou i peu pris > pro- 
fiter de l'équation de - condiliou 



nf =JV,+3iV./+3JV,/'4-.-. i 



'(3a) 
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poar ëliraiaer de dos formules celle des deux qiuntitës m'' , V 
que l'on soupçonnerait élre déterminëe de la manière la moins ri-* 
goureuse , à raison des variations trop peu sensibles des valeort 
consëcutires de ;n on de Jl. Ainsi , sous tons les rapports , cetto 
méthode ne le céderait ^ aucune autre , sous I« double point de 
vue de la rigueur et de la brièvetë , ainsi que sous celui de la 
simplicité et de l'élégance de la théorie qui y aurait conduit, si 
l'on pouvait faire quelque fond sur l'hypothèse qni lai sert de base. 
Tojons donc , d'une manière plus particulière , ce qu'on doit penser 
de cette hypothèse. 

V. Itous avons déduit les formules (iS) des formules (as) , en 
supposant que l'interraUe de temps l'quî «épare les observations était 
tout i fait nnl ; mais , nous serions encore parvenus aux mêmes 
résultats , ^ Doos eossiona seulement supposé cet intervalle de temps 
assez petit pour qu'il fût permis d'en négliger les puissances 
sopérienres \ la première ; car tous les termes négligés dans les 
formules (sa), pour parvenir aux formules (a3)( sont affectés de i' 
au moins ; donc , si. les formules (23) étaient rigoureuses , dans le 
cas d'observetions infiniment voisines , les formules (aa) , et consë- 
quemment las formaTes (9) , devraient s'éloigner pen de l'exactitude , 
lorsqu'on les appliqnerait k des observations qui fie seraient point 
séparées les nnes des autres par un intervalle de temps trop con- 
sidérable ; si donc alors elles conduisent i des résultats tout ^ fût 
défectueux, il faut en conclure qu'elles se sont pas exactes , méoie 
\ la limite , et qu'ainsi elles sont en défaut daol l'application , moins 
par le trop d'intervalle entre les obsenrationa , que par le prïndpe 
même sur lequel elles reposent 

' Si teut nwuicement varié et èurViligoe peut , durant un interTalIe 
de temp» assez court , £tre considéré , sans erreur sensible , comme 
uniforme et rectiligne , nous poomms supposer tel le nouTement 
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d« la terre , clans Iloterralle qu'embrassent les oluervadons. On 
peut même remarquer que souvent cette supposition s'éloignera 
moins de la rërité poor la terre que poar l'astre observé, et c'est 
par exemple ce qui arrivera lorsque cet astre sera une planète io- 
fërîeure on une comète passant fort près du soleil. Voyons donc ce 
que deviennent nos formules dans cette hypothèse. 
Si l'on pose , pour abréger , 

<.f-'',y-<.i'-',)s-H''-')g,=e . ) 

{l-t,)i'-(,l'—l,)H-U'-l)i,=H; ) 
les formules (7 et 8) deviendront , au moyen des tnnsformations 
(i3 et i4) , , 

/=(mH-nGylmg.r , } (34) 
y=(m'fl— «'OTangy . \ 
*r=Km'— ibXb— »/)— (m— in,)(i>'— ii)yrangVTang*Tang*/i (35) 
. en cons^uence de quoi les formules (9) deriendront 

(wi^— m)H— (n<— »)G , 

' {(m'— in)(n— »,)— (m-rffi,)c»'— ii)}Siii.yi ' 
D = (»'-^,lH-t--.,)C . 

{W—m)lir—n,-)—{!rt—m,)lr^—n^]a,ur ' /'■ ' 



Dl= 



tja—mitn—in—niiG 



{(m'-^nJCn— 7),}— (in-^j)(n'— n})Siii.y 

Cela pos^ , pour exprimer que le mouTemeat de la tene est reè- 
liligne et uniforme , il faudra écrire 

c*est-i-dire , 



. (38) 
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cette supposition rend donc nuls les numérateurs des fonnnies (36); 
nous allons voir qu'elle anéantît également leurs dénominateuis. ' 
On a , dans le cas actuel , 

;i:=f+m-2r , Y^h-^r-nZ , (Sg) 

X'-g'^m^Z' î r'^sh^-hn'Z^ ; 
au moyen de quoi les équations (3) deviendront, en ayant égard 
aux équations (38) , 

(t-t,)m'Z'~(t'-^/,)mZ+(t'~f)m'Zf=o , 

(/—//) n^Z'-{i'—t,)nZ'^{i'—t)n,Z,^o . 

(/-/,) Zr-ii'-t,) Z-Ht'-t) 2/=o . 
Or, si, entre ces trois dernières équations , on élimine, comme 
inconnues , deux quelconques des trois quantités (i'—t,)Z' y (t'—t^Z , 
(i*—tyZ, , la troisième disparait aussi , et il vient pour résultat final 

j— = ■;;::;p ou (m'— m)(B— n,)— <m— W/X"''— »)— » • 

Il est doiic certain que, dan« l'hypothèse où le moBremcnt de 
la teire et cdui de l'astre sont, l'un et l'autre, rectilignes et uni- 
formes , les râleurs de i)/ , /> , D^ , et par suite celles des coor- 
données de cet astre, se présentent sous la forme indéterminée ^ ; 
mais on sait que quelquefois celte ferme n'est qu'sne sorte de masque 
que prennent certaines formules très-déterminées , lorsqu'on les ap- 
plique \ des cas particuliers pour lesquels elles n'avaient point été 
calculées ; il est donc nécessaire de faire voir que « dans le cas qui 
nous occupe , 1m valeurs de D/ , D r D^ , doivent nécessairement 
Cixe indéteminées -, et c'est là une chose extrêmement facile. 

Soient , en effet , a , i , r trois lieux consécutifs de l'astre , et y, 
h' , e* les lieux correspondans de ta terre ; ' de manière que les 
rayons visuels dirigé» de l'un* à l'autre soient a'a ^ h'b » de. Si 
^en suppose les. mouvemens rectilignes et uniformes , on devra avoir 

Ah '.a'h'wbc: h'cf . 

jCeU 
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Gela posé , concevons par a'a et b'b deux plans parallèles A , B , 
ce qui est toujours possible ; par le point c conceTons un ' troisième 
plan C , parallèle aux. deux premiers ; et soit d' le point où ce 
nouveau plan coupera la droite a'è'c' ; par la propriété connue des 
droites coupées par des plans parallèles, on aura 

eh \ a'h' ::bc: h'd' ; 
proportion qui , comparée avec la précédente , prouve que le point 
d' n'est autre chose que W peint c' lui-même , et qu'ainsi le plan 
C contient la droite </c. Il demeure donc établi par là que , lorsque 
deux points parcourent , d'un mouvement uniforme , deux droites 
non comprises dans un même plan , la droite qui va de l'un ^ Taulce 
demeure perpétuellement parallèle à lin même plan fixe. 

Or , soit prësentenent une dioite quelconque a"b"c" , autre que 
afVi^ et ahc > posant \ la fois snr les trois rayons visuels a/a , y h ; 
efc ^ et les coupant respectivement en a" ^ h", c" \ ces trois pointa 
seront aussi ceux où cette droite percera nos trois plans parallèles 
A , B , G ; on devra donc avoir 

ah\a"h"::U:l"c"-^ 
donc , si un point se meut suc cette droite de manière li parvenïc 
en a" , y y c" f respectivement , en même temps que l'astre paFr 
vient réellement en ^'' , 3^ , </ , et la terre en a ^ b , c , ce point 
sera mu aussi d'un mouvement rectiligne et uniforme ; donc enfin , 
en admettant U mouvement rectiligne et uniforme de la terre , 1* 
supposition que l'astre observé se meut uniformément sur une ligne 
droite f assujettit simplement cette droite à poser à la fois sur lea 
trots rayons visuels , sans en fixer aucunement la situation. 

Le ealcul di£Eérentiel confirme parfaitement cette conclusion , et 
même d'une manière fort simple. Nous avons déji vu (34} .que Les 
équa^Mis du rayon visuel variable étaient 

a=sg+mz , y=^f rtz , (3«) 

•r , dans Iliypothèse du double mouvement rectiligne et uniTerme 
de la terra et de l'astre observé , on doit avoit 
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*"=o , y=o , z"=o , ^'=0 , A"=io ; <39) 
diffërentiant donc deux foU' consëcutÎTcment les ëqaatîons (38) , m 
ayaot égard i ces condïtioas , il viendra 

y'—h'+nz'+n'z \ o=2n'z'+n"x . ) 
Or , les deux dernières équations ne suffisent plus alors pour détepi- 
miner x et z' ; et elle* ne peuvent plus aubûter ensemble que 
vous la condition 

m'T^'—n'm"^Q , 
qai , jointe aux deux conditions g"=iO , h"^6 , réduisent en efîe't 
les valeurs (28 , 291 3o) à ;. 

Que doit-on donc penser de la validité d'une hypothèse qui ,' appli- 
quée, dans une même question , à deux cas tout i fait semblables, 
donne , comme absolument Indéterminées, des quantités qui,' de 
leur nature , sont déterminées et uniques. En vain dirait-on que p 
du moins en n'appliquant cette hypothèse qu'à un seul des deux 
cas, on doit se promettre d'approcher mieux du but; dès lors, en 
effet , qu'elle est défectueuse , on perd , en n'y recourant qu'une 
«enle fois , la chance des compensations d'erreura qu'on aurait pu da 
moias se promettre de son double emploi. 

Mais voici de nouvotles considérations qui oous paraissent de 
«lature i mettre dans le plus grand jour tout le vide de l'hypothèse 
^oot nous cherchons i écarter l'usage. Considérons l'ensemble des 
«ayons vbuels dirigés sans cesse de la terre en mouvement vers un 
astre aussi en mouvement ; ces rayons visuels , considérés comme 
indéfinis, engendferont dans l'espace une certaine surface gauche , dont 
4a' nature dépendra de celle du mouvement 'simultané des deux 
astres. Soient tracées sur celle surface tant de coorbes continues 
qu'on voudra, de manière que ces courbes, d'ailleurs -quelconques, 
ne présentent , dans leur cours , aucun point de rebronssemenl. 
Soient alors une suite d'astres fictifs paroouraal ces 4iffîireBt>s ^courbas 
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de' telle manière iju'iU parviennent Iods, en même temps que ]'asire 
T^l , sur chacun des élémens rcctîlignes de la surface gauche ; 
c'est-à-dire, de manière que ,- pour l'observateur, ils cachent sans 
cesse cet astre réel ou soient sans cesse cachés par lui. Les données 
fournies par l'obserTation seront constamment tes mêmes pour tous. 
Qr , s'il était permis , du moins pendant un intervalle de temps peu con- 
sidérable' f de supposer le mouvement de l'un d'eus sensiblement 
rectitigne et uniforme , on devrait incontestablement jouir de U 
même liberté Ji l'égard de tous les autres. Or , en soumettant celtâ 
hypothèse au calcul , et ayant d'ailleurs égard au mouvement variq 
et curviligne de la terre, on trouverait que, pour un instant quel-4 
conque , ces astres sont tous situés an même point de Tenace , el 
qu'ainsi ils suivent perpétuellement la nkér^e route. L'hypothèse d'uq 
mouvement sensiblement rectilîgqe et uniforme, pendant- un terapy^ 
très-court , ne saurait donc être admise, puisqu'elle tend è faire juger 
égales des quantités qui peuvent étf-e d'ailleurs fort différentes. 

Quelques géomètres ont pensé pouvoir du moins admettre cette 
hypothèse dan» la recherche du plan de l'orbite , sauf ensuite \ prcM- 
céder d'une manière plus rigoureuse dans 1> recherche des dimen- 
sions de cette orbite et de sa position sur ce plan. Mais., ces der* 
nier» élémens étant inévitablemenl subordonnés au premier , cela 
revient à peu près \ achever ^ avec beaucoup de soin et de pre- 
ssion, OD calcul entrepris sur de fausses données.- -, 
D'autres ont cru faire une moindre erreur, en supposant seule- 
ment le mouvement de l'astre recliltgne sans Fe supposer uniforme ; 
mais, cette hypothèse, se trouvant en contradiction formelle- avec le 
principe des aires, seinbie devoir être . plus fautive encore que la 
première. Si l'on faisait l'inverse , c'est-à-dire , si l'on supposait Xk 
mouvement uniforme , mais mon rcctiligne , celte hypothèse , com- 
binée avec le- principe des aires , reviendrait \ attribuer ^- l'aslre un: 
mouvement circulaire autour du soleil ; et l'on sent qu'excepté dans^ 
le voisÎDage- de» apside» , cette hypothèse serait tout & fait insou- 
ten^le* 
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Les ^({tifttioDs da mouvement d'une pUoète ou Jum condte Joni; 
comme l'on sait» 

*^ - ri ' " ri * ri / 

or , on voit que l'hypothèse d'un mouvement reiîtiligne et uniforme 
revenant à supposer x"=o ; y"^o , z"^=-q , cette hypothèse ne 
pourrait être admise , en toute rigueur , ^ue pour le seul cas de 
r=ao . Ifous ne disconviendrons donc pas que cette hypothèse ne 
pubse être tolërahie , pour une comète encore fort élo'gnpe de son 
périhélie , et nous pensons que dans ce cas il serait hon de ne 
point faire usage d'observations trop rapprochées ; raais , comme 
d'ordinaire ce n'est point dans ces circonstances que les comètes 
peuvent être observées, la méthode ne pourrait être alors appliquée 
que dans des cas extrêmement peu fréquens. 



GÉOMÉTRIE DES SURFACES COURBES. 

'Démonstration et application d'un théorème relatif à 
Vintersection des surfaces du second ordre ; 

Par M. B^RARD , principal et professeur de mathématiques 
du collège de Briançon , membre de plusieurs sociétés 
lavantes. 



J. HÈORÈME. Si deux surfaces au second ordre se coupent , suivant 
le système de deux lignes courbes , isolées tune de Vautre , et si 
l'une de ces courbes est une courbe plane , Vautre sera également une 
courbe plane. 
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Dimonstration. Imaginons que l'on projette l'ensemble des deax 
întersectîoDS sur un plan quelconque, non perpendiculaire à celui 
d« ta sectioft supposée plane \ le système des deux projections pour» 
être exprime' par une équation un^ue qui sera du 4-' àe^ré au 
plus; mais la section supposée plane étant da 2.* degré aora pour 
Sa projection une équadon de ce degré , laquelle devra diviser l'équa- 
tion do 4.' degré, et donnera pour quotient une équation du 2.' 
degré au plus , laquelle appartiendra à ta projection de l'autre in- 
tersection i cette intersection ne saurait donc être elle • même une 
courbe d'an degré supérieur au second ; elle est donc l'intersection 
de l'une des sorfaces dont il s'agit par un plan , c'est-à-dire , une 
courbe plane. 

Application, Soit un vase , iignré en portion de surface du second 
ordre , dont te bord soit déterminé par la section de cette surface 
par un plan. Si ce vase est exposé soit aux rayons, du soleil soit, 
i ceux d'une lumière voisine-, son bord formera, dans .son intérieur 
une ombre dont la limite sera l'intersection - de. la surface da ce 
vas* avec ' une surface cylindrique ou conique , dont - les. élémens; 
rectilignes passeront constamment par le bord du vase. Or, oebord. 
est une ligne du second ordre , puisqu'il .est l'intersectton d'une 
surface du second ordre arec un plan; donc le cylindre ou le cdne 
est une surface du même ordre , coupant celle du rase suivant deux 
courbes dont l'une est* le bord même de ce vase et l'autre la limite 
de l'ombre projetée par ce bord dans son intérieur ; puis donc que 
la première de ces deux lignes est une courbe plane , l'autre doit 
en être une aussi. 

Remarque. En général ^ deux surfaces de l'ordre m se coupant 
réciproquement , suivant le système de deux courbes isolées , l'équa- 
tion .de la projection de l'ensemble de ces deux courbes sur un 
plan quelconque sera du degré m*. Si l'une des . intersections 
est plane , sa projection sera du degré m ; l'autre ne sera donc gàié-^ 
ralement plane qu'autant qu'on aura m*— nisxjn on mzi. 
ei-dessoa. 
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QUESTIONS RÉSOLUES^ 

Solution des deuoo problèmes de géométrie proposés à 
la page 356 du V.* volume des Annales i (*) 

Far M. J. B. Dubrande, 



àrROBTiÈMB I. Construire un triangle àans lequel on eonnaif 
seulement lis distances des sommets au centre du cercle inserit ? 
Solution. Tout se réduit éridemmeat i. trouTer le rayon du cercle' 
inscrit. Soit dono A ce rayon ; «oient À , B ^ C les^ sommets da 
triangle et « > h , c leurs distances respectives au centre du cercle ; 
onanrft 

^=tfSin.;A. ; JÎ=3SÎH.îB , R=eS\a.\C ,- (i) 

maïs on Mit «{ue , A , B » C étant les trots angle» d'un triangle, on a 

aSin iASîn.iBSin.:C-l-Sin.*;A+Sin.'iB+Sîn.'^C— I =o ; 

cubsUtnant dans cette dernière équation les valeurs donnée» par les 
équations (i) , il viendra , toutes réductions faites» 



(*) Ce«. problème! ont dë)& &.é tiacAat â U page ijg da ce- volame ■;. mtit 
fc» (olntroru, qufr l'on, va lire notU' ont paru, différée «si» des premièrei: ponf 
atàUec d'ttte- mestroon^a^ 

J^D. G. 
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Ea mettant cette équation sons la forme 



PROBLÈME IL Construire vn triangle dans lequel on connaît 
seulement les distances des côtés au centre du cercle circonscrit f 

Solution. Tout se réduit encore évidemment ici i trouver le rayon 
du cercle circonscrit. Soit donc R ce rayon; soient A., B, C les 
sommets du triangle et a , ^ , £ les perpendiculaires abaissées res- 
pectivement du centre du cercle sur les côté» qui loor aaot nufcc- 
tivement opposas; on aura 

RCosJissa , RCos3=i , 7ICos.C=£ ; - (i) 

on aura de plus' 

1— Co5.'A— Co8.'B— Co«.'B— aCosACoa.BCos.C=o ; 

substituant donc , dans cette dernière équation , les valeurs données 
par les équations (i) , elle deviendra , toutes réductions faites , 

R'~(a'-^i'+c*)R'-2aic=o j 

équation du trobiirae de^ s>m «ecomi -terme. 
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QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problème de Géométrie. 

XJeux seclioDS coniques coexistant d'une manière qâelcoDque sur 
lia même plan ; on demande , i." quel est le lieu des pâtes de 
chacune qui correspondent à toutes les tangentes i l'autre ? 3.** \ 
queire courbe sont tangentes toutes les droites qui , considérées par 
rapport \ chacune, ontjleurpdle sur l'autre? 

Trohlème dHydro-dymamîque. 

Un Tise , en forme de edne tronqué \ bases parallèles ; ayant son 
axe rertical , est rempli d'un fluide pesant et incompressible.' On 
pratique à la surface de ce vase une fente latérale dont lescâtés» 
supposés rectilignes- , vont concourir au sommet du cône> et qui 
s'étend sur toute la longueur du vase. Le liquide s'écoule de tous < 
les points de cette ouverture , arec des vitesses proportionnelles aux 
racines quarréès des bauteurs de la surfaee de niveau au-dessus de 
chacun de ces points. On demande d'après cela quelle sera U loi 
d'abaissement de cette surface de niveau? 
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ANALISE TRANSCENDANTE. 

Formules nouvelles , pour Tintégration approchée de 
toute fonction différentielle dune seule variable , entre 
d^œ limites données (quelconques ; 

Par M. ïe professeur Kramp , doyen de la faculté des 
sciences de l'académie de Strasbourg. 



Xj'objET qae nou» DOas proposons dans ce mémoire est d'eiueigner 
i déterminer , entre des limites données quelconques , l'intégrale 
de toute diHerenlielte de la forme Xdjt , quelle que puisse èlre 
d'ailleurs la forme de ta fonction de ^ désignée par X, La mé- 
thode que nous allons faire connaître a cela de particulier qu'elle 
est , en quelque sorte , étrangère aux principe» du calcul intégral 
et ï ta notion des InBnimens petits ; elle ne suppose que les pria- 
eipes connus de l'algèbre élémentaire ; elle s'étend h toutes les foDC- 
tktna quelconques > k celles même qui se sont constamment refiisces 
jusqa'ici k tous les moyens d'intégration comius ; elle donne l'intégrale 
demandée , moyennant un nombre Irès-ltmité de termes , avec une 
précision bien supérieure à tout ce qu'on pourrait se promettre de 
l'usage des suites InËnies.. 

I. On sait que l'intégration de tonte formule ^d* , entre de» 

limite» données, jr=a et x=sa^ , par exemple, revient ï quarrer 

l'aire mixtiligpe terminée d'une part par la courbe dont l'équation. 

serait y^X , d'une autre par l'ax« de» j: , eb enfin par ks ordonnée» 

Ton. FI , ».• X, 1," erril ï8i6, 4i 
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h , h' At cette courbe répondant respectivement aux absciuM a iet a'. 
C'est mime de là que ce problème a ëtc appelé problème des 
quadratures , et c'est sous ce point de vue que nous l'enTÎsageronJs 
constamment, dans tout ce qui va suirre. 

3. Soît fait , pour abréger a' — a'^C; et, pour fixer les idées, 
imaginont que l'on ait divisé l'interTalle c en doute parties égales ; 

désignons par «^ , a, , a^ , 0,^ * An » a,, les abscisses qui 

répondent aux treize points de divisions ; au moyen de l'équation 
y=sX , nous pourrons calculer les ordonnées qui leur correspondent; 
représentons-les respectivement par b^ , 3, , ^, , .... 3,, , ^,, , b^\ ; 
nous connaîtrons ainsi treize points de la courbe qu'il s'agit de 
qaarrer entre les limites x^a,, et s^a^^ , pour lesquelles on a 
respectivement y^b^^ , y^b, ,. 

3. Soient joints les deux points extr^me^ (u, , 3^^ , (^i*. ^i«) 
par ane corde , cette corde , avec sa pro)ection c et les deu:r or- 
données extrêmes formera un trapize ; en désignant «on aire par 
Sf t , et posant 

nous atiroirt 

4. Soient joints consécutivement les trois points (a^ , b^), {ai, bt); 
(a^^, *ii) P" ^^^ cQFjles i ces cordes formeront , avec e et lei 
trois ordonnées b^, b^, b^, , deux trapèzes ; en déûgoant la a 
de leurs aires par 5s , et posant 



S( = ~cbU . 
5. Soient joints consécatiyetnent les ^uo/re poiola (a^tBo), {a^, 3^), 
(Af^t)t ("i*»^!*) P^ ^'"'^^^ cordes ; ces cordes formeront, 
avec c et les quatre ordonnées b,, ^4 > ^1 , ^i ■ > trois ^apèses ; 
en désignant la somme de leurs 'bires par 5^ , et posant 
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tiovfi auront 

6. Soient joints consécutivement le» cinç point» (a, , i,) , (j, , J,), 
On t'hi) , (<!( , *») » (« I » » ^ I » ) P»r çuairt cordes j ces cordes formeront, 
avecf et les cinç ordonoëes if, , i^ , ^t t ^at^iit quatre trapèzes ; 
«D désignant 'la somme de leurs aires par S^ , et posant 

ilous auron» 

7. Soient joints contëeutivement les sept points (a^ , i,) , (a, , 3,)J» 
(.^4 > ^4)1 ("* th), i", ,Bt)t ("i» . ^i»)> C*t» ) ^11) par Ji* corde»; 
ces cordes formèrent , avec <:,et les sept ordonnas 3, , ^^ , ^^ , j», 
^t ) ^lo* ^11 1 *i^ trapèze» ; en désignant la somme de leurs aire* 
par St t et posant 

nous aurons 

8. Enfin ; soient joints consécutivement tous les treize points de 
la courbe par douze cordes ; ces cordes formeront , arec c et les 
treize ordonnées , douze trapèzes ; en désignant la somme de leurs 
aires par 5, , et posant 

nous aurons 

g. Aucune des aires S^t 1 ^it <$4 t <$» * ^« • S* >)*«st l'aire ^ 
mandée ; mais il résulte éTidemment de notre procédé que ces aire* 
coorergent de plos en plus vers celle-li. Donc aussi ta ligne pw 
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laquelle il faut multiplier ~c pour avoir Taïro demandée n'est aucune 
des lignes è\ , , i'g , è\ , i', , h\ , ^, , mais une ligne vers la- 
quelle celles-là convergent de plus en plus. 

io. Portons les ordonnées è\ , , è'i , h' ^ , i'j , i\ , J', sur leurs 
correspondantes ^i a t ^t > ^4 > ^) > ^1 > ^1 > et imaginons une courbe. 
située au-dessus de la première , passant par les six points (a, « j^,) , 
(a,, i',), (tf, , i',) , («4 , i'4), («6. ^'0. (^1*» *!»); cette courbe 
prolongée rencontrera le prolongement de l'ordonnée hf, en quelqu* 
point, en désignant par b'^ son ordonnée qui répond ii celle-U , 
et conséquemment à l'abscisse a^ les ordonnées h\ , , h't t h' ^ y 
h'j , h\ , i', tendant continuellement vers la ligne par laquelle il 
faut multiplier ^c pour avoir l'aire cherchée , en désignant cetts 
aîre par S^ , nous pourrons prendre sensiblement 

et tout se réduira & trouver l'^ i problème qui rentre dans les 
néthodes connues d'interpolation* Par la nature. même de ces mé- 
thodes , et de l'espèce d'arbitraire auquel elles sont inévitablement 
assujetties , la valeur que nous trouverons pour h't, ne sera poiut 
proprement la véritable ,* mais sa différence avec elle sera compa- 
rable 3^ celle qui existe entre le rayon et le sinus-^rse d'un très- 
pelît angle , tel que serait , par exemple , celui d'une minute ou 
même d'une seconde. Effectivement nous verrons bientôt que , dans 
tous tes cas ordinaires d'intégration , celte différence n'est sensible 
qu'à la dixiime ou à la douzième décimale. D'ailleurs on peut la 
diminuer ^ volonté , en augmentant le nombre des parties égales 
de c qu'on pourra porter à iS , 34 « 3o > 36 , 4^ ou 60 au lieu 
de 13. 

II. Il est facile de voir, par la nature de là courbe dont les 
ordonnées sont i', , , ^'t , l' ^ , h\ , f^tf,, qu'elle doit couper 
perpendiculairement l'ordonnée h^^ , c'est-i-dirc y en d'autres termes , 
qu'en prenant y^ pour le symbole général des ordonnées de cette 
courbe, et faisant répondre l'origine k l'ordonnée ^'^ , on doit avoir 
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en mAme temps x=o , -p sso ; c« qui exige qae rexpraaatpn de y* 
ne renferme point la première puissance de s. Pour plus d'uni- 
formitë , nous en exclurons également toutes les autres puissances 
impaires , et nous poserons simplement 

y'-A-i-Ba'+Cx*'i-Dx'+Ex*+ ; 

il s'agira donc de déterminer le coefficient j4 , auquel se réduit y' 
lorsque jr=o. 

]3. En prenant ^r pour unité , il faudra donc qu'aux valeurs 
l,z,Z,/^^Qii2àûXp répondent pour f' les valeurs 5^,,' 
^t * ^'i > ^4 » ^« » * 1 1 » <» qui donnera 

^, =^+ B^ C+ D-\- £+ F , 
J/, =^+ 2»B+ a*£'H- 2*i)+ a»£+ 2."F , 
i', =>^-t- 3»J5+ 3*C+ 3«Z)+ 5'£4- $-i^ , 
hf^ =^4- 4'^+ 4*C+ .i'iH- 4'^+ ^''i^ , 
i'. =^+ 6*5+ 6*^+ 6*iH. 6»£4- e-f , 

et , en dïminant , entre ces six équations , les cinq coefficîens B , 
C, Dy E, F, la valeur de j4 que l'on tirera d« Téquadon finale, 
en fonction de i', » i\ , i', , ^^ , ^s.-^u i «ra , pour tf=ia , 
l'intégrale demandée ; nous avons tu d'ailleurs qu'on a 

J',=:33.4-6i,+3i,, , ' '\ 

(*) Je doit l'idée , tr^s-îng4nieiue , qui tert de fondemenl k cette nouvel^ 
méthode d'iniffration h M. n'OUNBUlI , ancien toni-directeur des fortifications 



DigitizedbyLjOOQlC 



9<£ M i T H ODE 

i3. Les ^qaallons qu'il s'agît de résoudre étant an noml>re de 
six f nous allons les présenter sous la fomie plus générale que Toici 

i'=A+Bi+a--i-Di'+mt-i-Fi' , 

c' =A+Be+Cc-+Dc'+Ec'+F<:' , 

,d'=A+BJ+Cil'+DJ'+Ed'+Fd> , 

e'^A+Bt+Ce'+De'+Eei+Fe' , 

f =A+Bf+Cf+Vf+Ef>+FJ' . 

Les (piantités «/ , if y ei , J', «',_/', de même que à ,hyC, d^t^f^ 

sont regardées comme données, et il s'agit uniquement d'obtenir Ja- 

valeur de ^ ;de sorte que. les cinq autres-quantités B , C ^D ^E ,F 

sont tout à fait iodiiFérentes au problème qui nous occupe. Or , 
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professeiir de msthématiquea k l'ëcole d'artillerie de Strasbourg. Il l'a expoiét 
dans un ouvrage qa'il vïeot de publier tout le titre de Baliitiqus on Indiiation 
de quelque! txpiritncet propres à campliur la théorie du mowfimnit det pn- 
jtctjlti 4* .!^(^'i'(('r(* i M.V^ Î£ croiB,£puroir en revendiquer le^. développemeni 
et appltcalîoiu ^ni Tont sutlre , lesquels tout eotièrement mon onrrage. 
( NoU de AT. KhAiaf. }, 
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La loi qa« loit cetfe expKMÎoa générale est évldehte, et an peut 
aisément l'étendre au cas où l'on aurait un plus grand nombre 
il'éqirâliotts. 

14. J'appellerai diviseur général le nombre des pérties égalé» 
dans lesquelles on aura divisé l'intervalle c qui sépare les ordonnées 
extrêmes qui termment l'espace mixlîligne qu'il s'agit de quar- 
rer ; nombre qui a constamment été -supposé 12 dans ce qui 
précède. Le rhoix de ce nombre n'est point îndiiférent ; et à 
grandeur i peu près égale , on doit donner la préférence à celui 
qui a le plus grand nombre de petits diviseurs, tel que 6 , 12 , 
18 , a4 , 3o , 36 , 48 » 60 ,..-. Hoqs allons TOÎr, au 'silrpluâ ', 
que , dans les applications pratiques , il doit ttre ^-peu près superflu 
d'aller au-delà de 24 î altéhdu qu'êb se bornant & ce' nombre , on 
peut , dans les cas ordinaires , obtenir les intégrales ^vee douu 
chiffres décimaux exacts , au moins. 

1 5. Le diviseur général- étant choisi , le nombre et la n&ture des 
parties aliquoles à employer sont encore arbitrâtes;. U convient de 
ne jamais donner l'exclusion aux aliquoles i ^ a , 3 -, et le plus 
exact sera de les employer toutes ; mais il en réanltera nécessaïror 
ment plus de peine pour le calculateur j d'ailleurs en n'allant pat 
même au-delà de 6 , on peut, obtenir des résultats, qui , pour U 
précision , excèdent déjà les besoins ordinaires de l'analise. 

16. Première formule. Prenons d'abord poar diviseur général 
Ifi nombre 6 , en employant tous les aliqaoteS i , i ;- 3 , '6. ; noui 

* jurons simplement ici 

heda\ , cdahi _ àabe' ,. :.. . 'htd 



Or, on a, dans le cas actael« «=:i ,, iï=4, (==&,, ,^=36, ce qui 
donne , en aubstiluant , 

•-*-— 6^ i 
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et , eu preAant pour unîtë l'intervalle entre deux ordonna cou- 

aëcutives , ce sera là l'inlëgrale demandée. 

17. Pour plus de simplicitë , appelons tes sept ordonna du cm 
actuel «, f f y, ^,f, it "> i<>us aurons 

rf'=3-+3. ; 
•e qui donnera , en substituant , 

^ Ho • 

En prenant donc rinlervalle entier qui sépare les ordonnées extrêmes 
M et * poar unité ; on aura finalement pour l'inté^le cherchée 

. ■ ' 840 

Si, clans cette dernière formule^ 00 fait «=^=]'^^^=i^^^f:=i, 

"elfe devient /X<ix— i , ainsi que cela doit être. 

id. Exemple premier. On demande le logarithme naturel de Avj .^ 
Le logarithme d'un nombre quelconque n est l'intégrale tle 

— , depuis %■=■■% jusqu'à x^s.n. En divisant donc en six parti» 

égales Ilntenralle compris entre un et deux y et remarquant qs'ici 

X= — , nous aurons d'abord 

■ » " • 

>=:^ =1,00000000 , «-f-«=i,5ooooooo f 

>=f =0.85714286 , ii4-^=i, 402597^0 ^ 

r«=| =0,75000000 , v-H=i*35oooooo , 

»=| =Oi66666C67 , 3*=i,33333333 ; 
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• ^^=0,60000000 , 

f=^ =0 54545455 , 

»= -7=0,50000000 i 

Ce» valeurs étant siibstituées dans la formule (ï) , «m .aura 

Log.a=Oj693i48o6' . 
La valear ri^ureue est 

Log.2=o,693i47i8 . 
La différence est donc +0,00000088 , moiodre «pi'ira miUionQmêi 
ig. Esemph II. On demande la longueur du demi-quadrant 

\jk looguenr de Parc dont la tangente est / est Hntégrale de 
— — , prise depuis :i ISO jt»({u*i f=/; celle de Tare — sera donc 
cette mime intégrale ^ prise entre téro et on ; dirâant donc cet in- 
terrt^ en kx parties égales, et rennrquant qu'ici ^s^— , ilrieadn 

.«=1 = 1,00000000 y •+« = i>5ooooooo » 

*=î7=o.97*97»97 * H-f=i.563i3€90, 

y=~=o,gooooooo r r4^^if%33o76g * 

^=^=0,80000000 , a|^ 1,60000000. 
,=11=0,69230769 > 
'.; . fi=Î7so,59oi63gS , 
q=iîsso,5ooooooo ; 

Cm Talents étant substibiéca dans la CarmiU (I)> on auia 

■^-=0,78539331 . 

Xm vateuT rîgoniewe ett 
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— =0,7853981$ , 
4 

Ainsi l'erreur est — o,ooooo545 , moindre que an eeni mîîîîlme, 
30. Celle première formule (17) est la plus simple et la plu^ 

aisée de toutes ; c'est celle qui exige le moins de calculs } mais 

c'est aussi celle qui donne les résultats -les moins approchés. Celles 

qui vont suivre seront beaucoup plus exactes. 

2 1 . Deuxième /ormttle. Prenons 1 2 pour dîriseor général , mais 

n'admettons d'abord que les parties aliquotes ■ » 2 > 3 « 4 , 6 * 

cela donnera 

.. hcdea' cieahi , ieaht* 

^~ (*— «î(É— o)(d— o)(e— o) Cc-*)(J-*H<— *}("—*) "• («/-«X^)/-*)^-*) 
, eabcd' jfejy 

Or , nous aYoni ici ff=i , i=i^ , f=g , rf=i6 , «=36 , nom 
aurons donc , en prenant pour unité llnterralle entre le* deux ordon- 
nées extrêmes, 

1 7a8o'— 945» •f3ao<!'— SjJ'-f^* ^ 
laGoo * 

mai* on a , dans le cas actuel , 

'^=:-+H-i'+*+'+i+'+H-+"+»+H-:.., 

rf'=J«+4i+'l'+2' . . 

e'=3.-t-6i4-3' ; 
ce qui d»nnera , en substituant , 
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S3. Exemple 1. On deinandc de nouveau le logarithme de deux? 
En diyÎMQt ea douze parties égales l'intervalle entre un et deus % 
noua aufoos 



1,0000000000 , •+»=i,5ooonooooo « 
0,9330769231 ,. ji+/»=s!i,4't4®>6o535 , 
1,4035974026 , 
1,3714385714 t 
i,35oooooooo , 



■=^^=0,8571428571 , H-' 
=^^0,8000000000 , ^+1 
^'^=!o,75oooooooo , ••+■ 



^=77=0.7058833529 , ;+#!=i,33746i3oo3 , 
-fï=o,6666666667 , a,=:U333333333 j 
=ii=:o,63i5789474',. 
=^=0,6000000000 t 
1=17=0,5714185714 ; 
=ii=o,5454545455 , 

5=-o>52i759i3b4 ; 

;=o,5ooooooooo ; 

ce <fA <|i>niiera, ea sabstitoant dans la fsrmute (tl) 

Log.asa633t47i8i6 / 
la valeur xigourense est 

Log.fls»o,693i 47*806 f 
retrear eat donc 

0,0000000010 r 

c'est-itrdîre , que cette valeur «st exacte dans les Muit prenieri 
fhifires décimaux* 

a3> Remarque. Avec le seul lo^farithme de^^nur on peut.facUef 
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tnent tnnnrer Iods lea autres* Soit m un oombre absoIaHMiit ^el>^ 
conque, dont it faille chercher le logarithme. Soit a,' la puissance 
de deux qui lui est iminédiaiement ïoférieure ; e( soit i+Â le quo- 
tient qu'on obtient en divisant le premier de ces deux nombres par 
le second. Comme H sera certainement un nombre moindre que 
l'unité , la formule (!) suffira pour déterminer le logarithme de i-\-h ; 

divisant donc h en sis parties égales on anra «=; , p^ , 

6 6_ 6_ 6_ 6 _ 1 

2^ 6+aA ' ' 6+^** 6+4A' ^~&+^* '~fr+^-,+A*""°" 
dra multiplier par h l'Intigrale obtenue par la formule ; on aura alors 
le logarithme de i'\-h , auquel ajoutant n fois celui de Jeax y on 
aura celui de m avec une erreur qui ne tombera pas au<-dessus de 
k huitième ou même de la neuvième dtfcimale. 

34- BstmpU llf On demande le logarithme naturel de toooo? 

La puissance de âeus immédiatement inférieure i loooo est 
8193=3**. On aura ainsi msioooo, n=i3 , i-i-i6— Vi'^='+ 
jîjf— i+^Ji on aura donc 

Log.ioooo3:i3Log.>4-Log(t*1-rr) • 
Pour trouver ce dernier logarithme , on fera 

On trouTwa en«ulle 

^i(ji-|-«;= 74,58720000, 
3i6^H"^— 390,78145008 , 

37CH-<)- 48,68667756 , 

373 t =344-96745680 . 
La tomme 759.03378444 ^^ ces quatre nombres, divisa par 840f 
et multipliée par ^=7— donne pour le logarithme de i-|-A ou 777 , 
0,1994270343. La valeur rigoureuse est 0,1994370343 ; la différence 
est donc seulement de guatre^ unités décimales du dixième ordre. 

35. D'un autre cdlé , ayant trouvé Log 3 = 0)6931471816 * on 
«ara i3Log.33S9.oi09i336o8.j Ajoutant celui qu'oa vient de trouTer, 
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U eir ntioltera le logariibmo d» loooo égal i g,3io34o385i. Eii 
prenant' lo quart de ce logariihme , on aura , pour le modula de Doa 
table» vulgaires 

Log.io=3,3o35d5o963 ,< 
La TaUur rigoareose étant 

Log.ios3,3o2585o93o ;. 

on Toit que l'erreur est au-dessous de quatre uoîtés d^îmales du 

nàivième ordre. 

a6. Exemple ///. On demande la longueur de tout arc dont on 

eonnatt la Ungente ? 

d« 
I/arc dont la tangente est / est llotégrale de — — , prise depuis 

^so jusqu'à jr=/. En se serrant de la formule (Ji) \e» quantités 
qu'il faudra y sululiiuer pour « , # , r * •....A > ^ » ' seront des frac* 
tioos ayant pour numérateur commun i44* et pour dénominatenn 
respectifs tes nombres 144, i44+<*, i44+4''> i44+9''> i44-l-ifi/'» 
x44+ioo/*, ]44+f2>'' * i444->44'* ; et l'are cherehé sera la 
valeur qui en résultera pour A , multipliée par t. L'exemple soi-* 
Tant noQS fera juger du degré d'exactitude de ce procédé. 

37. Exetftple. ly. On demande, auiTaDt la formule précédente, 

U longueur de l'arc — - ? 
4 
Les dénominateurs de nos quantité «tilfy,M»x,^f> wnt ici 
144 , 145 , 148 , i53, 160, 169 180, 193, ao«. aaS, a44 , 
265 f a88 f ce qui donnera 

, ,w+'=ii;+j^= i ^i,5ooooooooo ,~ 
H-/.=>H7+r;i=f7rrï== 1,5364996746 , 
ï4-*=f::+^=Tr^ = ».563i369074 , 
H-»=777 + rH= itHt = >»56i 1764706 i 
i+.rsiiî+i^ss iîi =1,5933076933, 
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a t = 77j + fj;=! 7 .=1,6000000000 . 

d'oà on conclura finalement 

— =0,7853981727 . 
La valeur rigoureuse étant 

■^=0,7853981634, 

♦ 

il s'ensuit que l'erreur tombe au-dessous d'une unité décîmalfi d« 
huitième .ordre. 

38. Exemple V, Rectification géni^rale de l'ellipse. 

C« célèbre problime qui exerce , depuis plus d'un siicle , le 
génie de nos plus grands analistes , rentre de lui-même dans nos 
formules générales , dont il ne présente qu'un cas iris-particulicr. 
Soient d , 6 les deux demi-axes , et proposons-nous de rectiBer l'arc 
•6mpria depuis l'extrémité de a jusqu'au point dont la normale fait 
•vec a. un anglo a; la formule i intégrer sera 

depuis x=o. Si l'on veut se contenter de la premiire formule ^ on 
feu^Uçep BUc«e»iTemeat La lettra x , ' dans 

(•»Co«.'X+ft'Sin.'X)î * 
d'abord par séro et ensuite par ;, j-, ;, f. t, ; de x. On aura aînii les 
raleursde*, #, y, ^^ «, f, *, d'où on conclura celtes de a' , ^'t f', 
d' ^ et par suite celle de Â qui* mullipiiée par l'arc entier x, 
exprimé en 'parties du rayon , fera connaître la longueur de l'arc 
ehercUé. 
^9. Supposons , par exemple', qu'il soit qu^sliop d'assigner la 
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ion^Mir ia quart da l'ellipse ; \ sera un angle droit » et iavn 
coDséquemmem dcTenir succesfiiTemeiil o® , iS*^, 3o* , 4û* , 6o* » 
yS" j 90". Or , ou sait que 

Sin.* o ssCoc'^o^so , 
Cos.* o ^Sin.'go**^! > 
Siii.'i5»=Coi.'75o=i:;^ , 
Cos.»i5''=Sin.'75''=L±^ , 
Sm.'3o*=G>8.'6o''^; , 
Cos.'3o'*^Sin.*6o"=^ , 
Sin.'45''=Cos.'4Ô''=i . 

n viendra donc , en posant poar abréger le qaarré a*-*3* de l'ex- 
centricité =<^ , 



■■ (<■■ î-iij 


0*" 


••»• 




'^(«■-jt-jf ' 




«4> 




*-(._}..,} • 




«4* 




■~<»-*.rf ' 




.- •* 





Ay«il obtenu h nlear do ^. on U irafepliçr. pir ^= ,,5708.,; et 
l'on aura .insi nne «le«r lu loart' d'ellip» qui, du» loi cf* 
ordinaire. , ne «ra pM f,oti,e d'un «b/.»„VaW 



Digitized by^OOQlC 



âgô MÉTHODE 

I 3o. Ertm^â FI. On demande Tiutégrale Ae «~'*d/ , depd» j 

L'iaterralle ^lant divisé en Joazé parties égales , on ann 
Pour/=so,oo f la fonction e"^ si.ooooooo , 



. o,»5 


0,9394»^ , 


o,5o 


0,778800g , 


0,75 


o,56978a8 , 


1,00 


0,3678794 , 


i.aS 


0,3096113 t 


i,5o 


«,1053992 , 


•,7S 


0,04.67706 , 


a,oo 


o,oi83i56 , 


a,j5 


0,0063297 , 


«,5o 


0,0013904 ; 


.,75 . 


0,0005244 , 


3,00 


0,0001234 . 


oy»! h formule (II) , 


ou tronre , pour le nua 





. . 620.3635233 . 



•t pour son dënomtnateor .... aïoo ; 

mais « i naose de l'ioterralle. 3 , il faudra diriscr pu 790 Mulcnent, 

ce qui donnera finalement 

/^-•^d/=o,886a33e . 

3i. Dans mon AnaUsedts Té fractions astronomiques , j'ai donntf 
iUM bble des intégrales de «^*d^ » prises jusqu'à l'infini. J'y tiouv* 

Depuis /=:o , OiSSClzaGga » 

Depuis /^3 , o^noooigSS ; 

Elle est donc de o & 3 ..... . 0.88620734 ; 

la difEftvnce «ree la précédente n'excjsde guère «a qaartmii-miUîhnf 
4'aiiiU. 



DigitizedbyLjOOQlC 



D ' 1 N T E G R A T4 O N. 097 

3a. Exemple VU. On demaude l'intégrale de , depuis Jfsi' 

jusqu'à une valeur qnelconque de x ? 

La courbe dont l'dquatlon est ^= — n'a aucun de ses points situé 

dans les angles des coordonnées de signes contraires ; mais elle a , 
dans chacun des angles des coordonnées de marnes signes , une partie qui 
présente deux branches inHnies. Les axes sont les asymptotes de la 
partie située dans l'angle des coordonnées négatives ; quant à l'autre 
partie , elle n'a qu'une seule asymptote qui est l'axe des y ; elle- 
a une ordonnée minimum qui répond au point pour lequel on a 
ar=r, et conséquemroent y = e ; et, à partir de ce point jusqu'4 
l'origine, l'accroissement de l'ordonnée est très-rapide , et s'élève à 
\xa ofdrc d'infini qu'il n'est pas même possible de déterminer ^ de 
sorte que cette branche ne peut approcher indéfiniment d'aucuD« 
courbe connue , à moins peut-être que ce . ne soit la branche cur- 
viligne de la Logistique ordinaire. 

33. Cherchons, par U première formule, l'aire de la courbe, d'aborcT 
entre 1 et 7 , puis entre 7 et i3 î et nous chercherons ensuite-; 
par la seconde formule, l'aire totale ealre i et i3, laquelle doit 
être rigoureusement égale à la somme de» deux premières. La dif- 
férence que nous trouverons entre les deux résultats nous mettrai 
roâme d'apprécier l'erreur que notre méthode laisse subsîiter , dans 
le cas particulier de ce problème. 

3<f. On trouve , dans le» Tahies logarithmiques dé SchUlzE 
( Berlin , 1778 ) , une table des puissances de £=3,71828..., 
depuis la. première jusqu'à U vingt-quatrième. Divisant donc les- 
treize premiers par leurs cxposans respectifs , nous aurons noe- 
tieize ordonnées ainsi qn'il - suit r 

*= 3,718382 ,, 

p^ 3,694528 ^ 

«= 6,695178 ;. 

JflOT. Vt ^ 
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*= 13,649537 , 

t s= 30,682632 , 

i= 67,2381 33 , 

• = 1 56,66 1880 , 

*- 373,619748 , 

is 900.342659 , 

•= 3*02,646579 ," 
x= 5443,103793 , 
^=13563,899285, 
'=34o3i,769385 . 

35. On aur» d'aboKd , par U formule (I) , poar l'aire comprUi 
jentre i et 7, 

4u.+'')+a»6(H-0+a7(H-')+a7a» , 
140 * 

•l pour l'aire comprise entre 7 et i3 , 

41 (H-')+a i6<*+^H-a7 CM->i)4.a7a» 
i4» 
On trouvera ensuite, par la formule (II), peur l'aire (otale, com- 
prise entre 1 et i3 , 

36. On aura ainsi 

Pour l'aire entre i et 7 , : . ; . 189,649401 * 

Pour l*aire entre 7 et i3 , . . . . 37015,696763 > 

Pour l'aire entre 1 et i3 , . . . . 37198,443648 • 

Cette dernière est un peu moindre que la somme des deux autres ; 
et elle doit naturellement être réputée plus exacte ; la di^érence 
est 8^90351 5 ; c'est environ la 4^00™* partie de l'Intégrale entière. 
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D'INTEGRATION. ^593 
Cette différence est nn pea plus sensible que celles de totis les 
problèmes précédens ; mkîs il faut considérer aussi ï quelle inté- 
grale on STait i faire. Celle de tient me des premières places 

parmi ces intégrales éminemment réfractaires , qui se sont constamment 
jusqu'ici montrées rebelles à tous les moyens d'intégration connus , 
sans même en exclure l'emploi des séries infinies. Hinc ergo namra 
hujus jiineiionis' iranscenàentîs parum eognoscitur , dit Euleb 
( Cale, intég. , toI. i , n.* 2a3 ). 

37. {Valant entre elles la somme des deux fonmotes qui nous oal 
donné les aires partielles et celle qui nous a donné l'aire totale , 
•a est conduit i cette nouvelle égalité très-remarquable 

C'est l'équation de condition , pour que le point du milieu ', ou 
Ken tout autre de nos treize points, se trouve sur la courbe déter- 
minée par les 4ouze autres. Elle est rigoureusement satisfaite , dans 
le cas tik nos treize ordonnées sont égales entre elles : elle est 
rigoureusement remplie encore - dans une infinité d'autres courbes 
dont il serait trop long de faire ici l'énumération. Elle est remplie , 
quoiqu'avéc une différence presque insensible , lorsque la portion 
de courbe qui est comprise entre les limites de l'intégrale , est saiis 
asymptote, sans imaginaires, sans point d'inflexion ni de rebrous- 
scmént ; lorsqu'enfin elle ne s'écarte pas trop de quelque courbe 
rentrante , telle que sont les ellipses de différens degrés. Ces sortes 
d'équation de condition , nouvelles dans l'analise , sont essenlielles 
dans la tbéoric de l'interpolation ; elles pourront être le sujet d'un 
mémoire particulier. 

38. Troisième formule. En conservant' le diviseur général 1 2 ; 
ajoutons aux cinq premiers altquotcs i , a , Z , ^ , B , \i nombre 
la lui-mftme. Nous aurons alors a=i , 6=4 , c=q , d=i6 , £=36 ^ 

/=i44 ; et ensuite (i3) 



DigitizedbyLjOOQlC 



3oo METHODE 

«1631600,^=39859840'— 1667952^' 

ir + 585728c'— 104247^^' 
^ 3288*'— j> . 

ce gui donnera 

1801800^= 4>833(-+p)+348S32(i»+;+*4-^) 
— 29i6o;y+x;+395264;H-») 
— 63909(i+')+ii84i6, . 
t.e calcul d'après cette formule est beaucoup plus compliqua, mais 
aussi elle réduit i peu près au quart l'erreur de l'autre. 

39. Quatrième formule. En prenant pour diviseur général 18 , 
et pour iKS parties aliqiK:-s« 1,3*3,6,9, ^^^ ^= * > ^=4 1 
fc&9 , i/=;36, f=:8i , on obtient d'abord (21) 

377200/^=34o57û''-iO935i'-f-23ior'— 33</'+<' , 
et ensuite 

3o8oo>^=..l96>+r)+2673C,i+f4-4M-*+') ■ 
+243;y+4+^+^+,)4-3443(H-) 
+99'('+'>+3444- , 
!4o. Cinquième formule* En prenant pour diviseur général 24 ; 
et pour aes aliquotes i , 2 , 3 , 4 > ^ » ^'^^ "— ^ > ^=4 t ^=9 > 
i/=i6 , r=36 . on obtient d'abord 

25200/<s=i7a8«'— 945^=320£'— 54^'+*' . 

Celte formule parait être , au dénominateur près', qui est double > iden- 
tique avec notre seconde formule ; elle ne l'est pourtant pas ; parce 
que le nombre des ordonnées étant double , les lettres a' . h' , c' , 
^ , e' , en acquièrent des valeurs entièrement différentes. On trouve» 
tu effet , en dtJsignant par " la 25.* ordonnée 

42oo^=49(-+«l+ii88(H-î+M-M-i+'+«'+-) 

-fi3(.+.+{+^H-i34(H-')+98' • 
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L'erreur qae celte formule laisse subsUter dans le calcul de l'arc 

* , laquelle «st soustractire , n'est «ensîble qu'à la onzième décimale. 
4i. Sixième formule. Le dÏTiseur général ëlant encore a4 ; sî 
Ton fmploie les parties aliquotes i, 3, 3, 4*6, 6; ce qui 
donne o=i , ^=4 * e=^Q » </=i6 , ^=36 , /=64 ; on aura 
d'abord (i3) 

97owo.4=67584o'— 588o8i'+i4336c'— a772d'4-88<'— y ; 
et ensuite 

8o85a.*=933(»+«)+56îa(iM-C+*+.H-î+'+H-') 

— i76o<H-«+3792('-H-)— i76»CM-(H-»6Wf . 

L'asage de cette formule réduit au quart l'erreur que la précédente 
avait laissé subsieter. 

43. Septième formule. Le diviseur général étant toujours a4 * 
prenons s«s aliquotes i,3,3,4»6,8,ia; ce qui donnent 
a=îi , 5=4 , i;=9 , â=i% , «=56 ,^=64 , ^=i44 i on aura 
d'abord 

j57657So.rf=î:2654ao8ofl'— 1 556755aJ'+5963776e'. 
— laiSaiM'-HSyCw'— 3»»6/+75' ; 
£1 ensuite 

^i53lo5oo-t=36ii35(*4-»)+aai i84o(M-î+l-|-/»-f H-*<4-t-f •) 
— 38a78aty+H-+4-)+37oa784(*f«+»+-A;) 
— 788i57CH-f)+ii3io73CH-')-78956i(H-0+7a5674i,- 

Par l'usage de cette formule l'erredr du calcul de — ne devient sen-; 
fiible que sur la douzième décimale. 

43. Huitième Jormule. Prenons pour diviseur général 60, et pour 
ses aliquotes i , 2 , 3 , 4 * ^ ; ^'où a=i , ^=4 > ^==9 * dsniG ; 
fazS; cela donnera d'abord 
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Comme nous avons ici 6> ordonnées > nous représenterons 

Les vingt premières par m , fi ,y ,*...* ,* »»'^ 
JLes vingt suivantes par»'',/i' ,>/ ,....»',*' ,»' , 
Les vingt autres par «^' > is'' , y^' ,.,..•" , r^/ ^ w/^ 
Et enfin la dernière par «'''. Il viendra ainsi 

i5ia^=7C-+-'")+42tH-M-M-{+'+H-*'+»'+c'+'' 
4^'+^'+*"+."+("+./')-6cH-H->'+f'4-'-H'f V-H^ ' 

+i3c»+.'+('+t")-|-7«(*-#-î")— iSc-'-I—'O+iwa'- 
Nqbs D*iavons point i^ls cette formule à l'ëprenve ; mais «n peut 
pr^umer que dans le c^cul de •- , l'erreur qu'eDlralneraitsonusagft- 

tomberait au-deli de la vingtième décimale. 

^4; Nous ne craignons pas d'avancer qu'à l'aide de ces diverses for- 
mules, toute intégrale quelconque, de la forme /Xdf, peutlëtre évaluée- 
numériquement, entre les limites données » moyennant un nombre Bni eD 
très-limité de termes , iodépendaninieDt du calcul intégral , et de toute- 
. notion d'infiniment petit, par les seuls moyens que fournit l'algèbre- 
élémentaire , et avec toute la précision que l'on veut donner à son 
calcul s pourvu seulement que la fonction X ne devienne ni infinie - 
ni imaginaire , dans l'étendue de l'intégration. Toute fonction inté- 
grale d'une seule variable, telle queyi^dx , doit donc être compriso: 
désormais dans la classe des quantités entièrement connues.. 
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NOUVELLE METHODE D'AFFBOXIMÀTION. 3o3 



'lUfflexiona sur la méthode qui sert de hase au précédent 
mémoire f et applications diverses de cette méthode ; 



Par M. Gergohhb. 



Xuk méthode dont M. Kranip Tient de faire usage , dans le précédent 
mémoire , pour résoudre le proiième des quadratures , est extrême- 
ment reinart|nable ^ et nous parait toat-à-fait digne de l'attention 
des géomètres. Elle' semble deroir être très-féeonde en applications 
curieoses et utiles ; et nous n'hésitons pas \ la regarder comme une des 
plus belles et des plus ingénieuses inTenUons d'analise qui aîerit 
eu lieu dans ces derniers temps. 

L'esprit de cette méthode consiste proprement \ chercher » & dessein , 
des résultats moins approchés que celui dont on est déjk en pos- 
session , et à les employer à perfectionner celui-l&. C'est exactement 
prendre de tèlan ; c'est reculer pour mieux sauter. Les détails dans 
lesquels nous allons entrer pourront faire entrevoir de combien d'ap-, 
pllcations variées cette méthode peut itre susceptible ; ils montreront 
en même-temps que Vapproximation qu'elle est capable de fournir , 
dans tous les cas , n'a pour ainsi dire d'autre limite que celles de la 
patience du calculateur. Mais , avant d'entrer en matière , arrêtons^ 
nous encore un moment sur le problème des quadcatures. 

I. Quelque rapide que puisse être un procédé approximatif, ce 
procédé doit être jugé imparfùt , s'il ne renferme pas en soi quelque 
mojren d'^apprécier l'erreur ^ laquelle son Hsage peut exposer. Or,* 
telle serait la méthode des quadratures, développées dans le précédent 
mémoire , si on ne lui faisait pas subir une légère modification. Cette 
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modiBration conaiste Ji substituer successivement aux trap&zes âté 
rectangles inscrits et des rectangles circonscrits. Cela conduira à deux 
résultats, l'un .plus grand et l'autre plus petit que le vëritable , «t 
dont la diiTérence donnera consëquemment la limite de l'erreur dont 
cbacun d'eux se trouvera aiFecté. A. Ta vërité , toutes choses égales 
d'ailleurs , ces résultats seront moins approchés que ceux qu'on 
déduirait de l'usage des trapèzes; mats il nous parait qu'on ne doit 
pas balancer À aacriHer quelque chose du cdté de la précision et 
de la rapidité , lorsqu'il s'agit de remplir une condition sans laquell» 
aucun procédé approximatif ne saurait être employé avec quelt^ue 
sécurit'é. Nous rerrens d'ailleurs bientôt que cet îneonvénient disparaît 
presque totalement , par un emploi conrenable de la méthode. 

Ceci suppose , au surplus , qu'entre les limites de l'intégrale > les 
ordonnées de la courbe qu'il a'agit de quarrer sont toujours crois- 
santes ou toujours décroissantes i mais on sait que , dans le cas 
contraire , on peat toujours décomposer l'intégrale en plusieurs- parties 
telles que, pour chacune d'elles, cette condition se trouve remplie* 

Nous appliquerons uniquement ces réflexions au cas où le diviseur- 
^é^al est G f. et ses aliquotes t , a , 3 ,. 6.. Soient * » fi , v- , 
^ , i , ^ , * , les sept ordonnées équidistantes que y peur fixer les 
idées , nous supposerons perpétuellement croissantes ; prenons de 
plus pour unité r comme dans le précédent mémoire , rinlèrvallt 
qui sépare les ordonnées extrêmes. En considérant Us. rectangles 
inscrits dont les bases sont successivement v t 7- > î > > < nous aurons^ 
pour la sooune de leurs aires , 

Bases t=; , 6 rectangles. 5(«-f'^+l'+H-'+f) = ;^ ». 

Bases ^7 , 3 rectangl'es îC'+î'+O^i^ > 

Bases =^ , a. rectangles \^a-\'i)s='^ ,. 

Bases =s.i , i seetangle \m~^d' . 

Si nous passons ensuite aux rectangles circonscrits , nous trou— 
lerons les sommes d'aires ainsi q^u'il suit 

Basse 
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Bu« =; ,6 reclanglM....i(M-»+H->+{+')=î«' < 
Bases =s=7 , 3 rectangle*.. .. ;(y+t-*-') = ;^ , 
Bases —^ f a rectangle*.. ..;>+») = 5^ t 

Base =1,1 rectangle ;'=;<'' • 

Nous, aurons toujours d'ailteur* la formule 

I19&1'— 56;y+lne'— J" _ 
5040 ' 

eir y faisant donc successiveinent les deux substitution* , il TÎendr». 
_,j ^ lfa>H'6W-fi4 -i7<W-'H-'7'* 

/ï<i'> ëï; : 

_. . ai6(»K)+'7(>+'H-'7»H«at 

-'^^'< «4i " • 

La di£Férenc« 

4ao * 

est îa limite de rerreof tpt poam entraîner' remploi 4^ 1'^°^ oti 
de l'autre de ces deux formules , dont la demi-somme est préci- 
sément la formule -de il'. Kramp,- ainsi que ce cela doit £tre. 

Si l'on applique ees formules aux deux exemples de, l'auteur , 
^est-li-dire , i la i«cherche du logarithme naturel dé 2 ; et i celle 

dtt' nomlM« — ; comme, dans l'un et dan» l'autn cas , on a «=1 

4 
et *=o,5, on aura «— »=— ^ ; de sorte que la limite de l'erreur 
est j2:t '^^ environ ~, Nous allons voir au surplus que la résolution 
du probUme des quadratures peut encore être présente'c sous une 
sutre forme qui , sans exiger un grand nombre de divisions de 
retendue de l'intégrale , est néanmoins susceptible d'une approAunation 
presque illlmitëe. 

Supposons toujours qu'il soit question d'obtenir — ou ,. ce qui 

Tom* ri. M 
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, dx I 

reyient au même , Tintégrale de -— - entre o et i en posant y» ■— - , 

et divisant d'abord riotervalle en cinq parties égales seulement; 

nous aurons 

Pour *=0 , 7 I 7 » 7 » 7 » I » 

r=' . H » H. H. Tï» 7- 

Comme ici les ordonnées sont coatinuellemcnt dëcroîssantes , les 
rectangles inscrits , auxquels nous nous bornerons , et qui , ayant 7 pour 
base commune , auioat successivement pour hauteur les cinç der-' 
niera ordonnées , seront 

Premier. .... 773=;7=o,i923o77 
Deuxième. . . . i.77=^=o,i7a4>38 

Troisième. . . . 777=^^0,1470588 , ^ somme =0,6337315. 
Quatrième . . . 7.77=^ = 0,1219511 
Cinquième. . . 7.^=^*0,1000000 
JEn multipliant ce résultat par 4 , on , obtiendra pour première 
^râleur approchée du nombre -m 

«=2,9349260=^ . 

Pour obtenir une valeur plus approchée , cherchons-en une suite 

d'autres qui le soient moins. Soit d'abord divisée l'étendue de l'în- 

tégratèen quatre parties- égales ; nos quatre rectangles inscrits seront 

alors tels qu'il suit : 

ÏPremier. .... :.n=^=û>235a94i 

Deuxième.. . . j^= ; =0,2000000 , | 

Troisième.. . . j.^ = ^ = o,iCooooo , 

Quatrième.. . . ^.7 = j =o,i35oooo. | 

Ce résultat, multiplié par 4* donnera pour seconde valeur moins 

approchée de w 



I somme =0,7203941 • 
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*=3,88i 176^=5 . 

Divisons le même intervalle en trois parties égales seulement , le«^ 
nctaogles inscrits r^sultans seront 

Premier. .... j.^=;^=o,3oooooo, i 

Deuxième.. . . j.^=J;=o,a3o7693, ) somme =0,6974359. 

Troisième. . . . f 7 = ; =0,1666667 . \ 

Ce résulut, multiplié par 4 , donnera pour troisième valeur , moins 
approché que la précédente , du nombre » 

*=3,7897436=C . ' 

Divisons ensuite cet intervalle en deux parties égales seulement,' 
les deux rectangles inscrit» correspondans seront 

Frenûer t-;=7=0}4ûooooo , 1 

/ somme =so,65eoooo ; 
Deuxième. . . . ^.7=j=o,a5ooooo . J 

résultat qui, multiplie par 4, donna, pour quatrième valeur encorer 
Kioins approchée du nombre «■ , 

■■=a,6oooooo=i>. 
Considérant enfin llntervalle entier , nous aurons pour le rec- 
tangle inscrit i.;=j=o,5oooooo qui, multiplié par 4» donnera > 
pour la dernière valeur, la moins approchée de », 

»=: 2,0000000 =£ . 
Il est évident qn'aucnne des quantités J, B, C, D, E n'est 
U valeur de ., et qu'elles sont toutes plus petites que cette va- 
Uuri mais , si on les considère comme répondant respect ivemeni 
aux indices 5 , 4 , 3 , a , i , il est clair que la valeur de - répohdr» 
^ l'indice c» ; puisque , pour cet indice , on sera dans le même 
eas que si l'on avait considéré une infinité de rectangles inscrits' 
ioaniment petits. Donc , k l'inverse , ai l'on considère respfectiTa- 
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ment A , B , C , D , E comme une suite de termes répondant 
aux indices 7 , ; > i • ; > 1 > '< terme de cette suite répondant 
V l'indice ^ ou zéro sera la valeur exacte de «■; et, comme il e^ 
sera encore évidemment de même en rendant tons les indic<s' 60 
fois plus grands ; il s'ensuit que , si l'on construit une courbe telle 
qu'aux abscisses 12 , i5 , ao , 3o , 60 répondent respectivement 
les ordonnées A ^ B , C , D , E , la valeur de « sera l'ordonnée 
de cette courbe répondant à l'abscisse zéro. ' ' 

Or , on a va , dans le précédent mémoire , qu'en supposant , pour 
plus de simplicité , que celte courbe est parabolique , et que son 
équation ne renferme que des puissances paires de l'abscisse , si 
c , h , e, d^e représentent les quarrés des abscisses qui répon- 
dent respectivement aux («données Ajff,CtD,Et<m doit 
avoir sensiblement 

teJeA edtàB dtaiC 

-.+7. 



<«—•)(■ 



eateD 



ùhctlE 



Faisant donc , dans cette formule , ^si44 # J=aa5 « e^4^)0 } 
VS900 ( c=36oo t elle deviendra^ toutes réductions faîtes 
_ i953i»5^— 3097i5aB4-S3i44'C— a4S76D+iaE _ 

*~ 7^8.9.9.10 ' * 

formule dans laquelle il n'est plus question que de sobsl^tuer les 
Ttlenrs ci-dessus. On trouve ainsi 

1953135.^=5733277,3437500 , J 
S3t44i^?=i483564i385276, 

42j?s 84>OOÛOOOO ; 

3097152^=6043364,8496418 , 

34576/)= 638g7,6oooooo ; 



7314945,47^3776 , 



6106163,4496128 , 



D&nc 7.8.8.9>9 10»= 
d'où 



1108783.0336648 . 
w=s3,o555o88=vi' . 
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Cette valeur est encore peu approcBëe *, maïs on doit en 'être peu 
snrpri» , m Ton considère que d'abord nous avoha substilaé des 
rectangtes aux trapèzer, et qu'en otrtre nwis n'en avons employa 
que ci/iy au plus. / 

On «e tromperait toutefois si l'on se figurait que c'est U tout 
le degré d'approzimatioo auquel il soit possible de parvenir , avec 
d'aussi faîUes moyens. On peut , en effet , traiter ce nouveau résolut 
^' comme nous avons traita le premier A ; c'<8t-à-dire , chercher 
des résultats moins approchés que lui et les employer à le perfec- 
tionner. 

Supposons donc que nous n'ayons pas été au-deU de tfvatre di- 
visions ; c'est-à-dire > faisons abstraction de la valeur A ; nous pour- 
rons alors coDsidér«' B, C , D , E , comme r«pondant respective- 
ment aux indices -, -, ;» i^on, en multipliant par 13. comme 
répondant aux indices 3 1 4 * 6 , la ^ nous aurons alors à employer 
la formule 

dans laqueUe il Audra faire ^^9 , «siC , 4^a3fi , tf=si44 } ^ 
qui doimeia 

a. 93B-€56iC4g96P— 7E 

'*= 5.7^« . ' 

£a substituant donc nous aorons 

8i92£=:336oa>597o688 ^ 

8962)= 3339,6000000 } 

656i C= 18303^077596 , 

7JS= 1^0000000 



ÇW) 



35933,1970688 , 
* j 18317,5077596 ; 



Doac 5.7.8^ »= 7614,6893093 ; 

j'o& vs 3,oai7oa5ss£'' 
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En n'allant pas au-delà de trots divisions ; c'est-à-dire , en faisant 
abstraction des valeurs A, B , nous pourrons çonsidiirer C, D, E 
comme répondant respectivement aux indices f , | , i , ou eo 
multipliant par 6 , comme re'pondant aux indices 2 » 3 , 6 ; noiu 
aurons alors 'k employer la formule 

dans la<iuelle il faudra faire a=4 , 3=9 , <=l6 ; ce qui donnera 

a43C— ia8D+5E 

-= — 4Â6 — • cm') 

£a substituant donc , nous aurons 

a43C=677,9076948, > 

5£=..,ooo«ooo,r''''3'''«9* 
i2SD= 332,8000000 



Donc 4.5.6 >= 355,1076948 

d'où .= 3,95933o8=C' . 

En ne faùuit ensuite que deux divisiona, nouj auron» 

ce qui donnera 

4^= I o,4oooooa 
E^ a,ooooooo 



d'où 3v=: 8,4000000 
et »= a,8oooooosiV : 

En ne consid&ant enfin qo'un seul rectangle inscrit , nous ao- 
on* de nouveau^ comme 'û.-dessus^ 
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w=ï3,0OO0O0sa£' . 

Nous pouvons présentement traiter les valeurs de moins en moins 
■pprachée» A' , B^ , C* , D* , E' , comme nous avions traité les 
valeurs A , B , C , D , E ^ c'est-à-dire , les substituer dans la 
formule 

_ 1953135^— ao97i5a]y+53iaiC'—a4576D'+4aE' _ 
~ 7J.8.çh9.io ' 

ce (jnt donnera 

53i44iC'=: 157*656,57 55838 , J 754o53 1,2005828 , 
42£'= 84.0000000 , 

3097i5aB'=6336969,44ia8oo , 



, .JoS? 82,241 2800 ; 
24576Z>'=! 68813,8000000 ; » ^ ' ' ' 



\ 64o& 



3Donc 7.8.8.9.9.10 w=:ii34748i9^3o28 ; 

d'oii w= 3,1270639=^''' . 

Voilà prdsentement une Valeur un pea plus approchée que \t$ 
valeurs A' ti A ; or, de même que nous avons déduit A^ , Bf , 
C , ly , E* A% A , B , C t D , E f nous pourrons déduira.^'', 
B» C" D" E" Aa A' ^ S' , a , IM , E* i et, en conUnnant 
toujours ainsi , nous parviendrons à des valears de plus en plu* 
approchées; & la vérité, le procédé peut paraître un peu long; 
mais il l'aurait été beaucoup moins, si nous ne nous étions, dès 
l'abord , bornés à dessein à cinq divisions de l'intégrale. 
En procédant , comme il vient d'être dit , on aura 

^"=3,1270639 ; 

fi//=3,io83625 , 

C'/=3,o89i09o , 
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D"=3,o666667 , 

£■"=3.0000000 î 

d'oà on conclura , par la formule (V^) , une nouvelTe valeur de w. 

Si , ne connaissant pas , & l'avance , la valeur exacte de w , on 
voulait juger du degré d'approximarion obtenu après un certain 
nombre de pareilles opérations , il ne s'agirait que de faire un semblable 
calcul sur les rectangles circonscrits. On n'adopterait alors dans la 
valeur de w que les chiffres dëuimaux communs aux deux résultats. 
Nous allons voir, au surplus, qu'en suivant toujours l';'sprit delà 
m^me méthode on peut se procurer bien plus rapidi-du'ut une va- 
leur approchée do nombre «- , et ce sera là notre première aiplictiiîoD. 

II. Supposons, potir un moment, que la géométrie n'offre absolument 
ancun moyen de calculer , même par approximation , les përùnètrea 
des polygones réguliers au-dcU de six cotés. Nous allons voir que, 
tandis que les procédés ordinaires , étendus jusqu'au polygtme de 
96 côtés } donnent une valeur qui n'est exMte que dans les Jais 
premiers chiffres décimaux, notre méthode, aa contraire, bornée 
à l'bexagone , donne un r^ulut qui n'est fantïf que dans la Mxième 
décimale seulement 

Observons auparavant que deux diamètres qui ae confondent, 
dans un cercle dont le rayon est un , forment nn véritable poly- 
Ko»e régulier inscrit de deux cdlés, dont le périmètre est quatre. 
£n conséquence , ooas aurons- les dem)<périmètres des polygones 
réguliers inscrits au cercle dont le ray«o ost un ainsi qu'il suit : 
H*'âeus cdtés. . ; . a =sa,ooooooo=£ « 

De trois. , . {\/î =3,5980762=0 , 

De quatre a/î =3,8284273=^ , 

De cinq ;/io— 3VT=a.9389a65=B , 

De st'jf 3 4s3,ooooooo=^ . 

Si 
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' D'APPROXIMATION. 3.3 

. Si l'on considère les demî-pé ri mètres A , B , C , D y E comme 
rëpondant respectiremeot aux indices ; i 7 ■ ^ > -; i 7 > le nombre * 
devra répondre 1 riiidice|;= o , et îl en sera encore de même , en prenant 
les indices 60 fois plus grands 10 , 12 , i5 > 30 , 3o. Faisant donc , 
dans la formule (Vj a= 100 , è= i44 7 CT=cii% , </=4oo , «=900 , 
•He deviendra 

i469664^-"i953ia5B+72o896C— 7ai7iP+io56g 
6.6.6.7.10.11 ' 

ce qui donnera, en substituant, 

1469664^=4-^08992,0000000 , V 
710966^=3039001,8547712, 1 645oio5,85477i2 » 

lo56ff= 21 13,0000000 V ) 

iq53i35B=574ooqo,82o3i35, J _ „ - ^ -■ , 

ni ^\ ..r/, 5937596.5757437 ' 

72171!)= 187500,7554303 ; ) 

Donc 6.6.6. 7.10.11 «= 53;i5o9,3790385 

d'où w= 3,1415903=^'' ; 

résultat qui ne commence \ èlte fautif qu'à la sixième décimale. 

Si , ne connaissant point à l'avance la valeur exacte du nombre 
V , on voulait juger du degrë d'approximation de ce résultat , il 
suffirait de faire un semblable calcul relativement aux polygones 
cîrco^crits ; et l'on n'admettrait ensuite , dans la valeur approcluJe 
du nombre w , que les cbiiTres décimaux communs aux deux ré- 
sultats. 

On aurait tort de penser «a surplus que l'approximation i laquelle 
nous venons de parvenir est toute celle que peut donner la consi- 
dération des cinf premiers polygones réguliers; si, en e£Fet,.non» 
nous arrêtons successivement au 4-* > ^u 3,*, au s.* et au i." ; 
en désignant respectivement par B^', C , V , fies valeurs approchées 
de * résultant de leur considération j nous pourrons considérer A' ^ 

:r&m. ri, 45 
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5', C, iy , E' , comme des termes répondant respectirement iiir 
indices 7 , ^ , -j , ,- , i ; et , en cherchant , comme ci - destus , le 
terme qai rdpond à lladice ^ ou o , ce Mra une râleur plus ap- 
prochée de «■• 

m. Notre deuxième application aura encore pour el^ la re^ 
cherche du nombre w , mais nous y procéderons de manière à faire 
voir comment la méthode dont nous cherchons ici k étendre l'usage 
s'applique à la sommation des séries conrergentes , dont on connaît 
seulement un petit nombre des preancrs temcs, «ans que mtmé 
n soit aucunement besoin d'en connaître la loi. 

Prenons la série connue de Leibnitx. 

«n rédui^aat diaque tenne de rang pair arec le terme de rang îni- 
pùr qui le précède immédiatement , elle derieodra 



•^(T^i+T^+r 



yen de ses si* premiers 



Nous allons essayer de la sommer au 
termes seulement. 
On a 

,!.•» terme 1^7=0,3333333 , ' i." =o,3333333=<F , 

■^=0fiiB5'jï4, Som. des deux i.*" =o,S6tgo47^E , 



3.» 
6-* 



;77;=:0,OtOIOIOf 

, 777;^ 3=9,0030960 , 
— 777=0,00107 o4; 



des trois i.'" =o,372oo57=D," 
des quatre i."* =0,3771339=^ i 
des cinq i.*'*^ so,38oA999ot£ ; 
des six 1."' =o,3833oo3w>rf. 



8t noQ* considérons ces nombres A , B , C ^ 0, £ , F coifime 



vGoosIe 



D'APPROXIMATION. 3i5 

T^pondant respectivement aux indices ;* 7. z> 7» ■> '* '^ '^ 
ërideot qa« — devra rëyoMdtv t l'îadiee ^=0 et qu'il en sera eocora 

de mémo pour les lodices 60 fols plus gcands >o , 12 , i5 , ao » 
3o , 60. Faisant donc , dans la formule du n.** 1 3 du précédent 
mémoire, a =1 00 , £=i44» £=^35} d^sx/^oe , £^goo ,y=36oo« 
•a aura 

^■7<9-9<io.iOtii«=: 

] 8 1 398538-*— 3441 406355+9227 4688^ 

— 9743o85iM-i6896»£-66^ i- 

m <^l doanera en sabstitiaHe 

i8i3985a8-<=693487ii^739584 , 

92374688^^34799913,9567233 , J 104309772,0487936 ^ 
i6896o£= 6ti47}4>8ii3o j 
a44i4o625iI=:92839565,4396875 , 
9743o85i>sa 36a4483hK55564& r ) 96454o7o,585a7a» ;. 

66^=B 22,0000000 ; \ 

SwK 4*7-9>9<<^to-'i *= 77âS7oi..463S2i6 ; 

d-oà *» 3^H)S74£fts^> 

On m xn pas wrpm du psa d'exactitude de oette valeur , si 
ton fait atteoUan à rexteéow tenteut da I* séria , ^î taud a^n» 
cassa il n'être plus convergente. 

Il est d'ailleurs aisé ici , comme dans les piéc^ens «xemptair^ 
^0 se procurer une valeur plus approchée, en en cBerehant d'autres- 
^i le seient moîna ; si , en efist , en désigne respectivement par 
f , C , ly t E' , f tes valeurs qu'où obtient , en s« boTnaot 
^occaHivcment à cia^ , qjuatce, tiob » deux «t an, teuneS't o& UV 



l 
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^'=3,1087468 , 
jB'^ 3,0985080 , 

i>'s=3,o4935oo f 
£'=3,9714280 , 
F'=3,6666666 . 

En aabstîtuant ces valeurs dans la prëcMente formule l la place 
ie A , S, C, D, Et ^ et divisant le résultat par 8, attendu 
qu'elles n'expriineQt plus ici — , mais w lui-mâme , on obtiendra 

w=3,i36o36r=-rf" ,' 

Valeur plus approchée que la précédente , et de laquelle il leratt 
Xacile, par les mêmes moyens, d'en déduire d'autres qui le soient 
davantage encore. Ainsi, malgré le peu de convergence de la série, 
il ne faudra qu'un peu de patience pour obtenir, ^ l'aide de ses 
«ix premiers termes seulement , des valeurs de plus en p1u5 approchées 
de la somme de tous ae» termes. 

Si , ne connaissant pas li l'avance la valeur rigoureuse du nombre 
• , on roulait juger de la précision des résultats successivement ob. 
tenus , on remarquerait que la série de Leîbnitz peut aussi être 
nise sous cette autre forme 

y=M,:,i, M -..:., (77777+.-) ! 

fiisant done le calcul du nombre * par cette nouTelte s^rie , comme 
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D'APPROXIMATION. Si? 

par la première , on n'admettrait , dans sa valeur d^finillve , qua 
les dulïres décîmaax commans aux deux résultats. 

IV. Pour troisième application > nous choisirons le problème important 
et délicat de l'iaterpolation des suites t mais ici les formes de l'ap-- 
plicatioa.de la méthode pouvant _^tre variées d'une multitude de. 
mamères djiFéreotes ; nous .insiisteroas principalement sur quelques 
procédés , en nous bornant par rapport aux autres k une briève 
îiidtcation. _ ^ .... 

On sait que le problème qui nous occupe se réduit i former 
l'équation d'une courhe parabolique passant par un certain nombre 
de points dont on connaît les coordonnées, ou du n^oins s'écartant 
le moins possible de ces points, que l'on peut supposer n'être qu'it 
peu près sur la courbe qu'on cherche. Supposons donc , en premier 
lieu , pour suWre exactement l'esprit du procédé de M. Kramp., 
que l'on ait sept ordonnées équidistantes ■, fi ,v» f , *t 4> ««oa 
pourra chercher successivement l'expression générale de l'ordonnée 
de la parabole <.^ du tixièmt degré , passant par les extrémités 
de ces wdonnées ; a.* en. ■ troisième degré , passant par les ex- 
trémités des mêmes ordonnées prises de deux en deux seulement ; 
,3.° du deuxième degré, passant-par leurs extrémités , Je trois en 
trois ; 4-* enGo du premier degré , passant uniquement par les ejc- 
trémités des deux ordonnées extrêmes. 

Désignant alors respectivement ces expressions pur j4 ^ B^ C^D 
«t les considérant comme répondant aux indices respectifs ; , -»;•!> 
on , ce qui revient au même , aux indices i , 3,3, 6 ; le terme 
qui répondra à l'indice zéro équivaudra sensiblement à la valeur 
générale de. l'-ordonnée qui répondrait au cas ojk on aurait fait entrer 
en considération une infinité d'ordonnées intermédiaires entre les or- , 
données extrêmes , et sera conséquemment une expression plus exacte 
de Tordonnée générale que celle qu'avait fourni la considération des 
•ept points donnés. 

L'application de ce procédé exige que le nombre des points donnés 
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diminaé d'une uniU , aît la plgsgcaïul nombre posaibls de diriieim. 

Voici un autre procédé qui a'cst point sujet i cette Umiaattoa. 

Lorsque les ordonnées données sont ëquidistanle» et ea nombre 
impair , on peut toujours , pour plu» de simplicité, prendre leur com- 
mune distance pour unrté , et supposer en oalrc que l'ardooné» 
moyenne répond à l'origine. Supposons donc qu'wi ait les cinq, 
ordonnées toaséculires ji// , j8/ , J» , ^ , ^' . répondant respectire. 
zaent aux abscisses ^^2 » — » t-~^o , -\-t , +a ; et pn^osons- 
Bous de trouver l'ordonnée y qui doit répondre it l'abscisse quel- 
conque X. 

I.* Ife con«dérQO& d'abord i|ue fordonn^e i>jy , et pesen» 

a.* Considérons en second lien les deux ordonnées f// , e, \ va 
déngnant par D l'ordonnée générale de la droite qui joint leur» 
extrémités supérieures , nous aurons 

3." CoasidéroBS eaïaiu les troic, wtdonaées 0„ ,. ^/ > ^ > *» J^" 
signapt paç C l'ordoonoée géaérajo de la parabole ocdÏMke qui 
ÎMnt leui» extréiBÎt^ sap^îeurea , noua aurons 

"4.* Appekat de même S Terdonnéc générée de h parabcJe da 
troisième degré qui joint les eitrémîtés supérieures des quatre or- 
. données p„ , A/ 1 ^ » i»' » "O'» aurons 

5.' Appelant enfin A l'ordonnée générale de la parabole du dp^ 
trièrae degré qui résulte de' l'emploi total de cinq données ft/ , ^ è 
J*t 1" » (•'', on aura 
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JD'AFPROXIMATION. 3.9 

'5i pr^ntetnent on considéra les valeurs eucces&tves A , S t à , 
D I M comme répondant suceessÎTemenl aux inÔices 7 , - , 7 , t , i > 
OQ f ce qui revient au mime , aux indices 60 fois plus grands la \ 
l5 , 30 , 3o > do , le terme répondant V l'indice o sera sensiblo- 
taent ce qu'on obtiendrait pour y , en ayant égard â une infiniti 
d'autre» ordonnée» qui seraient censées suivre )»" suivant' la loi qui 
régit les premières ; on trouve dans ce cas , comme nous l'avons 
déjà TU , 

1953 1 35^— ao97 1 5aB4-53 1 44iC— »4576D-f 43E _ 



y-- 



7.9.8.9.9.10 



et il ne restera plus que ks substitorioAs \ fexécutef. 

On pourra eusuîte procéder d'une manière inverse ; c'est-À-dire , 
prendre successivement une , deux , trois , quatre et cinq ordonnées 
en allant de #"' vers li„ ; on obtiendra ainsi une uouvelle expression 
de y, qui ne diiîérera an surplus de ta précédente qu'en ce qùè 
»" et fi' y seront respectivement changés en fi// et fi/ , et réciproque- 
ment. Cette Donvelle sera relative ii lliypotbèse où l'on aurait eu 
égard à une InEnité d'ordonnées précédant fi^,* La demi-sàmme dé 
ces expressions donnera l'expression la plus convend>le Ji employer. 
Leur différence qui sera nécessairement très-petite fera conoaltre 
sensiblement l'erreur dans laqaelk l'emploi de chacnne d'elles pedi 
entrais er. 

Mais de toutes les manières d'appliquer la notavelle métKode \ 
rîDterpolaUon des suites la plus exacte parait devoir être la suivante. 
Soient R-^i le nombre des valeurs données et correspondantes de 
tr et dey. Suent Â, B, C, D,.,.„ les fonctions des degrés n^ 
n—i , 11^2 , n— 3.... représentant le plus exactement posnble les 
valeurs données ; ces fonctions ëunt obtenues par la méthode des 
moindres quarrës , ainsi qu'il a été expliqué dans ce volume ( pag. a 4^ 
tt suiv. ). On considérera A , S , C , D , .... comme répondant ret- 

; et cherchant; 
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320 QUESTIONS PROPOSÉES. 

comme ct-dessus , le terme qiit doit répondre à l'indice xérOf on prendra 
ce terme pour la valeur de y. . 

r^ous n'entrerons point actuellement dans plus de détails îi ce stiîet j 
sur lequel nous pourrons peut-être revenir une autre fois. Il nous 
«uflît pour le présent d'avoir montré que l'analise possède , dans la 
méthode développée par M. Knimp , un nouvel inslmment , suscep- 
tible sans doute de perfectionnement ; mais qui , tel qu'il est , peut 
déjà , dans un grand nombre de circonstances , devenir d'un usage 
très-précieux. 



QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problème physico-mathématique. 

Oorr un globe , d'uo rayon connu , «également lumineux dans toute 
sa surface. Spit de plus , dans le voisinage de ce glgbe , un très- 
petit corps que, pour plus de simplicité, nous supposerons réiluît 
î un point. Si l'on imagine un cône circoni>cni au globe , dont le 
sommet soît le point dont it s'agît ; sa ligne de contact , quî- sera 
tin cercFe , partagera la surface cfu globe en deux calottes sphérîques 
inégales f dont Ta plus petite seule éclah-era le petit corps ; et cette 
ealotte , d'autant plus petite que ce corps sera plut voisin du globe» 
Oc pourra devenir iine bémisphère qu'autant que le même corpa 
âera Infiniment éloigné. 

11 est aisé de concevoir , d'après cela que , soît que le corps dont 

îl s'agit soit Irès-volsin du globe , soît qu'au contraire il eo soit 

très-éloigné ,' ce i;tobe , dans Tun et dans l'autre cas , ne pourra Vér 

clairer que faiblement. 

It y a donc une certaine distance î laqueHe Te petit corps recevra 

du globe la plus grande lumière possible | et ce que nous proposons 

ici , c'eet d'asâignfi. cette distance ? 
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THEOREMES NOUVEAUX. 



GtiOMÉTRIE ANALITIQUE. 

Théorèmes nouveaux sur les lignes et surface» du 
second ordre; 

Par M. Fhégier , ancien élève de l'école polytechnique- 



« J'ai d^monlrë , & la page 22^ de ce volume , quatre théorèmes- 

assez remarquables , relatifs aux lignes et surfaces du second ordre. 
Mais j'ai remarqué poslërieurement que le premier et le troisième 
n'étaient que des cas très - particuliers de deux autres - théorèmes 
beaucoup plus généraux. Ce sont ces derniers que je me propose 
ici de démontrer. 

Os a TU ( pag. t3o ) qa'en prenant Tespectivcment pour axes 
des X et des y la tangente et la normale en un point quelconque 
d'une ligHe du second ordre , désignant par N la longueur de la 
partie de cette normale interceptée par la courbe , par P le rayon 
de courbure ; et supposant que l'équation de la tangente à l'extrémité 
de la normale opposée à l'origine fût 

y=iAx+N i 

■eus ayons tu, drs-Je , que réquatîon de la courbe était alow 

Nx^+zPy'^~^Jx—N)so . (i) 

I^OQS avons tu , en outre ^ qu'en menant par' l'origine deux droîtev- 
0, ly, ayant respectÏTement pour équations^ savoir : 

Tow. FJ , ».• XI ^ I .« ntai 1 8 16. ' 4.& 
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D , ay=ix ; W , efys^l'x , (2) 

ce qaî penoet de supposer 

fl»+i'=i , fl"+i"=r , (3) 

rëquKtion de ..la corde C qui joint les points de xencoDtre d« cU 
droites avec la courbe est 

d'où nous avons conclu que cette corde rencontre l'axe des y, c'est- 
i-dire , la normale , en un point pour lequel on doit avoir 

'' ïPbb'—lSaa' ' ^ ^ 

Gela posé , concevons une seconde ligne du second ordre dont 
les axes des coordonnées soient les diamètres principaux ; et concevons 
de plus que D , D' soient deux diamètres conjugués quelconques 
de cette seconde courbe ; nous exprimerons cette circonstance par 
l'équation 

^a'-\-fih^=o ; (6) 

dans laquelle a et ^ sont deux constantes , no dépendant que des 
dimensions de la seconde courbe. 

Or, si l'on élimine H' de la formule (5), au moyen de la re- 
lation (6) , ût^ disparaîtra de lui-m^mc , et il viendra 

3-NP 



y=7^^:z::f ' ^'^ 



quantité constante. De là résulte ce théorème : 

THÉORÈME 1. Si Von conçoit, sur an mime plan , deux lignes 
quelconques au second ordre , teHes que te centre de la seconde 
soit un point quelconque du périmètre dd la première , et que ses 
diamètres principaux soient dirigés suifant la tangente et la nor- 
male à cette première courbe au point dont il s'agit ; dé quelque 
manière que l'on mène deux diamètres conjugués à la seconde- courbe t 



Digiiized byLjOOQlC 



NOUVEAUX, 3aî. 

la coTde ie la première qui joindra leurs points de rencontre avec 
elle coupera constamment ta normale au même point ; d'oii il suit 
encore , par la propriété connue des pôles , qae les tangentes aux 
extrémités de cette corde concourront, toujours sur une même droite, 

La forme du rësuUat(7) prouve, en outre, que, pourvu que la seconde, 
courbe demeure constamment semblable à elle-même , elle pourra' 
varier de grandeur , sans que la corde C cesse pour cela de couper' 
la uormale au même point. 

Ce thtorèmewt sur-touf remarquable , lorsque Ta seconde courbe 
est un cercle; tous les diamètres conjugués sont alors rectangulaires ^ 
et il en résulte notre tbëorèmede la page 23i , duquel nous avons 
déduit le moyen de construire , avec un ëquerre pour tout iDsIrU" 
ment, la' tangente et la normale en un point -quelconque d'une ligne: 
du second ordre, ' - 

Nous ^avont vu ( page 234 ) ' qu'en prenant respecirremenf pour 
axes de» s , des y et dm z les deux tangentes principales- et l» 
normale en an point queleoûque d'une surface da second ordre y 
désignant par N \a longueur de la partie de cette normale inter' 
ceplée par la surface, par P et Q^ les deux rayons de courbure' 
pKncipaux , et supposant que l'équatton du plan langent Jk l'extréniitd 
de la normale opposée à l'origine fût 

nous avons va j dis-je ^ que l'équation de la surface était alors' 

N{Qx'+Pf)-^:tP(lziz~Ax~By-N)=o . (i) 

Nous avons tu , en outre, qa'en menant par l'origine trois droites* 
D, Wf Wr ayant respectivement pour éq^uations, savoir ^ 



cf=bz r ( e'i 

te qiii permet de tuppoier 



c'x—o'z ,. ( c"x^a"z , 

D" W 
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<i ■+* '+c ■= I 
a' ■+*'■+/:'■= I 

relation du plan C qui joint les points de rencontre de ces droites 
■rec la surface est 

( cc'(lc'—ci^NQ<i'"+NPi'"—iAPqii"c") 1 
I +e'c"(,i'c"-,c'6''XNQa-+NPi'-:,APQa c ) !* 
j +c"c (,i"c-c"iXffQa"+NPf—:iAPQ<iV) ] 

l a:'(a>'—cc'XNQ<i''-+yPi"--2BPQi'V0 ) 
M +c't"(c'a"—a'c"XNqa-+NPi'—aBPQic) ly 

I +c"c(c"(i—a"cXirqii"+NPi"~2SPQi'c^ ) 

t cc'(ai'—ia'XN%i"-+!fPi"'+2Pqc"-) 1 
-H +ç'^'('^i"-i'ii")(l{Qa'"+NPi'+2PQc •) j i 

I +c"c(a"l-i"a)(liQ«f+NPqi"+lPQc") ) 
=lNPqccic"(jilicii-ac'b"+ca'Vi—lald'+hcia"—d>'a") ; (d 

é'oà nous ayons conclu que ce plan rencontre l'axe des z , c'esC- 
&-dire , la normale , en un point dont on obtient la distance ^ l'origiae , 
.en posant, dans cette équation jrso et ^pxo . 
En * posant , pour abréger , 

a'c'c"(ii'h"—l'ii")+ii'^c"c[ii"b—I>"ii)+ai>'cc'{ah'—tiir)=d , \ 
l'c'ci'(fi'h"—b'a")+h"c"4ai'b—b"a)+l'"cc'((ih'-ba')=e , |(5) 
^i^c"(a'b"—b'a")+c"c'c"{a"h—h"ay+c"'cc'(fih'—ia')=/ ; ) 
cette distance ser^ donnée par la formule 

Cela posé , concevons une seconde surface do second ordre dont 
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les axes àe$ coorïânn<!es soient les diamètres principaux ; et coq- 
'ceTona de plus que D , D'/D" soient trois diamètres conjugués 
^elconques de cette seconde surface ; nous exprimerons, cette cir- 
constance par les trois ëquatîons de condition 

ma^'a +^b"h +vt^'c =o , ! (7) 

ma o'+^b h'-k'vc c'=o , ) 
dans lesquelles m , ^ , y «ont trois constantes ne dépendant que des 
dimensions de Ja seconde surface. 

Si l'on prend successivement les diH^rences deux \ deux des 
produits respectifs de ces équations d'abord par b, h' , h" , puis 
par a f a' , a^' , W Tiendra 

«a i^a' V'^Va'^^ve {b» tf'-e' V/) , J (8) 

^h"{a b'—b a')^vc"{fi a/ ^a e^) ; \ 
fib {^a' y^f af')sive {çf a"—a' c") , U9) 
^h'(a"b --b"a )-=vi^{c"a ~o''c ) . ) 
En prenant la somme des produits respectifs des ^qnatioiM (8) pa^ 
a"ccf , ac'c'^ j a'c"c, et la somme des produits respectifs des ^qna-: 
tions (9) par h"cc' , b<^t^' ^ h^t^'c , et ayant tfgard aux ëqnations (5), 
H vient simplement 

«fc?/, fe=y/î (10) 

^éliminant enfin ^/ et « de la formule (6) ," au moyen de cm deos: 

dernières équations, /disparaîtra aussi de lui-même, ci il jiendr^ 

_ nMfNPq 

'~ pyNq+myNP+i,fiPq ' (") 

quantité constante. De là re'sulte ce théorème : 

THÉORÈME IL Si fort conçoit, dans V espace^ deux surfacei 
quelconques du second ordre , telles que le centré de là seconde 
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soit un point quehonque de la première , et que ses àiamkires 
■principaux soient dirigés suivant les deux tangentes principales et 
la normale à cette première surface , au point dont il s'agit ; de 
quelque manière que ton mène trois diamètres conjugués à la «- 
conde surface , le plan qui contiendra leurs intersections avec la 
première coupera constamment la normale au même point , d'où 
il suit encore , par la propriété connue des pâles , que le cône 
circonscrit à la première surface de manière qu'il la touche suivant 
son intersection avec le plan dont il s'agit , aura toujours son 
sommet sur un même plan, 

La forme du résultat (i i) montre en outre que , poorru que 
U seconde surface demeure constamment semblable à elte-méme , 
elle pourra varier de grandeur sans que le plan C cesse pour cela 
de couper U nomiale au même point. 

Ce ihëorème est sur-tout remarquable, lorsque la seconde surface 
est une sphère ; tous les systèmes de diamètres conjugutîs sont alors 
rectangulaires , et il en résulte noire théorème de la page 287 y 
parfaitemeui analogue à celui de la page 23t. 



QUESTIONS RÉSOLUES. 

Jiémonstratîon des deux théorèmes énoncés à la 
page 172 de ce volume , e£ de quelques autres 
théorèmes analogues ; 



Par M. J. B. Durrande. 



UOIEKt a^i, c les cosinus des angles que forme avec trois axe» 
KCtangulatrea l'axe d'un cdne droit qui a son sommet à l'ongioe , et 
itoA rangée gënérateac est r ; ce qui donnera < 
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o»+^'+c'=i . (1) 

Us ^^atioDS de cet axe seront- 

ea—az, eyz=hz : (2) 

Soient 

Cx^Âz , CyTzSz , (3) 

les équations d'une gënëratrîce quelconque A , B ^ C étant les cosinni 
des angles que forme cette génératrice avec les mêmes axes ; ce 
qui donne 

J'+S-+C-=i . (4) 

'A t B, C f seront indéterminés ; et le cosinus de l'angle de la géné- 
ratrice avec l'axe sera , en ayant égard aux conditions (i et 4) i 

cÀ+BB+£C î 
nais cet angle doit être constant et égal 3i r ; donc 
cA-{-iS+£C=:Casj- . (5) 

D'un autre cdlé , les équations ( 3 et 4 ) donnent 
■f - » jj -y _ f^ ' 

■ubslituant donc dans . l'équation (5) , carrant et chassant le dé- 
nomlDateur, il viendra Ënalement pour l'équation du cane dont il a'agtt 

(ax+hy+czy={s''+y*+z*)Cos.*r . {€) 

Désignons ce cône par C. Foar un autre cône C , de même sommet 
que le premier, l'équation sera 

(d'*+i'r+'^^)*=(*'+r'+-=')Cos.v , (co 

avec la condition 

a/>+i/>4^«=i . (6) 

Nos deux cAoes C , C se caupeat , en général^ suiranf deux droites 
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passant par l'origine ; et toute combinaison de leurs équations âoH 
Atre l'éijuation d'une surface passant par ces deux droites : telle est 
donc » en particulier y l'equation qu'on obtient en tnultipltant celles- 
là en croix , et qui devient , par la suppression du facteur commun 
et l'extraction de la racine quarrée 

Cette équation appartient , comme on le voit , it deux plans pwsairf 
l'un et l'autre par l'origine , et dont l'an seulement contient les 
intersections des deux cônes; .on le reconnaîtra facilement, en sup- 
posant pour un moment que les deux cdnes deviennent égaux et 
co'incidens; l'équation doit alors se réduire à. o^o ; ce qui ne peut 
avoir lieu qu'en prenant le signe supérieur. Ainsi , ïl est «ertat'n 
que l'ëquatlon du plan qui contient tes deux intersections des deux 
canes est 

Cette équation est aussi celle de leur plan tangent commun , fors- 
qu'il se touche ; et on voit , en (îutra , que dans le cas où , n'ayant 
que le sommet commun , ils sont tout-&-fait extérieurs ou inlérieurs 
l'un à Fautre , le plan {k'^) n'en existe pas moins. Nous nomme- 
rons ce plan (i'^ , h J' avenir , le Plan radical des deux cdnes C et C 
Concevons un troisième côn^ C" ayant même sommet que les 
deux autres et ayant son axe dans l'axe des z \ ce nouveau oâB« 
aura aussi des plans radicaux {h' et A) avec C et C ; et on déduira, 
les équations de ces plans de celle du plan {k"') , eli supposant 
successivement, dans celie-cf, que C et ensuite C devient C" ; c'est- 
à-dire , en y supposant d'abord a'=Q , î'=o , c'==i , t'sst'*' » 
puis ensuite a=o , A=o ,c=^t , T^^r": Cela, donner» 

(a x-^-h y+£ 2)Co5jr^'=zCosx ,. (^'X 

i^a'x-^B'y-^-dz) Cos.r''=zCos.r' . ik ) 

Toute combinarson d'e ces deux équations appartiendra S- an 

plai^ 
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plan qui contiendra l'intersection des plans (k et k') ; et puisque , 
par l'élimination de r" entre elles » on retombe sur l'équatton (/i'^ , 
il en résulte te théorème suivant : 

. THÉORÈME L tes plans radicaux de trois cènes droits de 
même sommet , pris deus^ à deux , se coupent tous trois suivant 
une même droite. 

lïous appellerons \ l'avenir cette droite Xaxe radical des trois cônes. 

Corollaire. Donc si l'on conçoit que l'un des cônes seulement , 
ayant toujours d'ailleurs son sommet commun avec les deux autres , 
Tarie de grandeur et de situation dans l'espace , l'intersection de ses 
plans radicaux, déterminés par rapport aux deux autres, variable 
comme lui , ne sortira pas néanmoins d'un même plan , lequel sera 
le plan radical de ces deux-cî. 

Si Ton conçoit une sphère qui ait son centre au sommet commim 
des trois cônes , leurs intersections avec elles seront de petits cercles ; 
tandis que les Intersections des plans radicaux avec elle seront de 
grands cercles , que l'on pourra appeler axes radicaux des ^eux 
eerelcs auxquels chacun d'eux sera relatif. L'axe radical de deux 
cercles sera en particulier l'arc de grand cercle qui passera par leur 
leur interseetion , lorsque ces deux cercles se couperont ; et Tea 
aura ce théorème l 

THÉORÈME II. I,es axes radicaux de trois cercles quelcon^uer 
d'une même sphère , pris deux à deux , se coupent tous trois en 
■ un même 'point. (*) 

Ifoas appellerons à l'avenir ce point le centre radical de troi» 
cercles. 

Corollaire. Donc ^ si l'on conçoit que l'un des cercles seulement 
varie de grandeur et de situation sur la sphère , le point de con- 
cours de ses axes radicaux, déterminés par rapport aux deux autres ^ 
variables comme lui, ne sortira pasT- néanmoins d'un grand cercle,. 
lequel sera l'axe radical de ces d'eux-ct. 

(*) C'est le premier des deux. tHeorèmes de la page 1^2 

Tom. ri, 4j 
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De \k résahe un moyen facile d'oLtenîr l'axe radical de deux 
eercles d'une sphère ^ lorsque tes cercles ne se coupent pas. II coni 
siste à décrire d'abord un cercle qoi coupe ces dcax-U/ en conduisant 
deux gtands cercles- par leurs intersections Arec lui , ces grands 
cercles se couperont eh un point de l'ace radical cherclié ; reftou-* 
▼elant donc l'opération pour un autre cercle différent du premier 
et coupant encore les deux autres, on obtiendra im second point 
de cet axe radical , et il ne sera plus question que de îaire passer 
an çrand cercle par ces deux points (*). On peut donc aussi faci- 
lement obtenir le centre ra:dical dé Iroîs cercles d'ube spbère. 

Tout ce que nous venons de diïe , relativement à la sphère, ritanf 



C) On denutndera p«ut-éire comnitnt on peut Taira piMer un arc de grand 
cercle pu deux poiola donnât >ar une sphère T il est aise de voir que cette 
çfoestioa se réduit i déterminer l'un de tes pâles ; et il est tout aussi facile de 
voir que ce pâle est i l'inlcrseclion de deux arcs de'crils de ces deux point* 
conmlc P^Igi , et avec une ooverlure de compas égale it l'hypolhënusç d'un triangle- 
féclaAgle Isocèle , dont lei deux cAtés de i'tat^o àmh «nt ^nx au rayon d* 
la a^him 

Mail , dini-t-on , ceci suppose que l'on connatt le rayon de la sphère ; el comment 
pourra-t-on le déterminer T Voici la méthode , très-simple , que I^odose indique 
pour cela, dans ses Sphériques; elle porte a*ec.elle sa difmonst ration : 

Décrivez sur la sphère un cercle quelconque , en gardant en réserve l'ouverture 
ie compas qui aura servi à le décrira. Marques sur lii drconfî^rence de ce cercle 
trois points arbitraires , dont vous prendrez , avec le compas , les distances denx 
h deux. De ces trois distances faîtes, sor un plan, les trois cAtés d'un triangle 
recliligne , auquel ensuite vous circonscrirez un cercle , dont le ra^on fera évidem- 
ipent égal i celui du cercle Irac^ sur la sphère. Construisez ensuite un triangle* 
rectangle dont l'hypotiiénuse loit voire ouverture de compas , mis^ en réserve , et 
Ton Set cAlés de l'angle droit le njon de votre cflrcle. Prolongée l'ktArc tàté de' 
l'dngte droit , jusqu'à sa rencontre avec la pKr^endiCBlflïre menée k l'hypothrieus* 
du sommet opposé. Vous formerez ainsi un. plus grand triangle -rectangle dont 
le pi-emier fera partie , et dont l'hypothénuse sera le diamètre de la sphère. 

,0n a lieu d'être surpris qu'un problème aussi majeur et d'une construction si 
facile ne soit traité dana aucun de dos livres élémentaires. 

J. D. G. 
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iD^^pendaiit de son rayon , doit être vrai aussi pour le plan , qai 
n'est autre cho&e qu'upc Sphère dpnt le rayon est infini ; on a domt 
k ihéorèaie svWant : 

Théorème Ul. Les nx.es Toàieaux de trois cercles troêis sur 
i(n oiémâ plan , et pris successi^emfnt deux à deux , se coupent 
ifips iroif en uw même point, 

CoroUnire, Donc , sv l'on conçoit que l'ao seulement Acs troîtf 
Cercles varie \ la fois de grandeur et de situation sur le plao > le 
point de concours de ses axes radicaux , déterminés par rapport aux 
deux autres , variable comme lui , ne sortira pas néanmoins d'une 
ligne droite , laquelle sera l'axe radical de ces deux-ci. 

On peut donc , en opérant comme il a .été dit pour la sphère, 
construire facilament l'axe radical de doux cercles qui ne se cou- 
pent pas. 

Si l'on oopçoit que l'on fasse toamer le système de deux cerclei 
et de leur axe radical autour -de la droite qui joint leurs centres . 
les devix cercles engendreront des sphères, et l'axe radical engendrera 
un plan qu'on pourra appeler le plan radical as ces deux sphères. 
Or, de' lit et de ce qui précède, résulte le théorème suivant : 

THÉORÈME IV. Les plans radicaux de trois sphères , considérées, 
auccessigement deux à deux , se coupent tous trots suipant une mémg 
droite. 

Cette droite , évidemment perpendiculaire au plan qui contient 
les trois centres , est ce qiïe nous appellerons à l'avenir Xaxe radical 
des trois sphères. 

De là il est encore aisé de conclure ce théorème-ci : 

THÉORÈME V. Les six plans radicaux çui naissent de la 
considération de quatre sphèhs prises deux à deux , et les quatre 
axes radicaux qui naissent de la considération des mêmes sphèrest 
prises trois à trois , concourent en un même point. 

Ce point .est ce que .nous appellcsons le centre radical des- 
quatre sphères. , 

Corollaire, Donc , si l'on conçoit que l'une seulement de «e» 
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sphères Tarie 3l la fois de grandeur et de situation dans l'espace^ 
le point de concours de ses plans radicaux , déterminés par rapport 
aux trois autres , variable comme elle ^ ne sortira pas aéaomoios 
d'une ligne droite , laquelle sera l'axe radical de ces troîs-cî. 

Retournons présentement à nos trois cônes. Supposons que C et 
C" soient tangents l'un à l'autre ; leur plan radical (jf) deviendra 
leur plan tangent commun, dont Tiotersection avec le plan des axes 
déterminera la ligne de contact des deux cônes. Maïs , l'équation d* 
ce dernier plan est ' 

«t sa combinaison avec' l'équation (k') donne 

(a'-|-i»)yCosj^/=*z(Cosx— fCos^O ; 

ainsi , ToiU les deux équations de la ligne de contact des âtux oônes 
C et C". Mais , l'angle de leurs axes devant être égal i la somme 
ou à la différence de leurs angles générateurs ^ on doit avoir 

c=Cos.(r/'+r) , d'où a»+A»=t— tf'=Si)i.'(r''+r) ; 

r devant être pris posilivemtnt ou nigaiûement , sutrant que les 
deux cônes se touchent extérieurement oa intérieurement. On a 

d'apris cela 

Cos,r— ^Cos.r'/=Cosj-— Cosx".Cos.(r'/4-r)=Smj"Sin.(r"+r); 
au moyen de quoi nos deux équations deviennent 

*- Sin.fr"-Ki • ^~ Sin.(r^'+r) ' - ^> 

On trouvera semblablement , pour les équations de la ligne de contact 
de C" et C 

Sin.{r"+n ' Sn.(r"-40 ^ 

Si l'on conduit un plan par ces deux droites , son équation sera 
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S Sii.fr''+rO-J«m.(r''-li-)Ji--{o'Siii.(f''+r)-»Sin.(r''+oJ)'+(«>'->«')Ttii8.r''=<> I 

ou, en dcveloppant 

{(JS'in.r'— i'SraT)Cosj-''+(JCMj-'-J'Cos.r)Sin.r"> 
— { aSin.r'-o5in.r)Cos.r''+('"CcMj'-a'CosJ-)Smj-"}y (T") " 
^(o}'_Ja')sTing.r"=o . 
D'un antre côlë, l'équation do plan qui contient les axes de C et 
C est ^ 

laquelle, à cause de 

c=Coa.(r"+r) ; </=Cos.(r"+<-') . 

devient, en substituant et déreloppant, 

pSiay—fSmy^lay—iiCmr'—i'Coay^a^']* 
—{{(iS\ay-li'Sinx)Sia.r"—(iiCosr'-a'Cosj-)Ci>s.r"]y: 

Ces deux plans se coupent, en généra; et, tonte Ajuation d^uît* 
de la combinaison des leurs doit appartenii II une surface qui contient 
leur intersection : telle sera donc , en particulier celle qu'on obtiendra 
en ajoutant i l'équation (T") le produit de celte demièle pal Tang.r"s 
cette équation est 

(iSin.r'— i'Sinj-)aî=(aSinj'— ij'Sin.r)y ; (8) 

c'est donc celle d'an plan qui concourt en une même droite arec 
les deux autres , et dont conséqueroment la ligne d'intersection est 
déterminée par cette dernière équation et par l'équation (7) ; or , elles 
ne contiennent , ni l'une ni l'autre , rien de relatif au cane C" . 
et seraient encore les mêmes si r*' était inSni ; on a donc ce tbéorime : 
THÉORÈME VI. Si un cône fariahU de grandeur est constant^ 
ment tangent à deux autres cônes , de grandeur et de situation 
invariable f le plan qui contiendra ses lignes de contact avec eux; 
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periahU eomÉte lui , co.upera toujours néanmoins Je phtn, àe hut» 
axes suivant une mime droite , laquelle ne sera autre ^ue finier-^ 
section de ce dernier plan ûfâc le plan tangent- <ommun aux 
deax cônes. 

N«us appeHerons ^ l'arenîr cette droite Vaxe de similitude des 
deux canes fixes. 

Un coDSÎdéraat le sommet commun des trois cônes comme le 
cAitre d'une sphère d'un rayon quelconque , on obtient cet autrer 
tWorème : 

THÉORÈME FUI. $i un cercle tracé sur une sphère, wariahie 
de grandeur t est xonstomment tangent à deux autres tetcles de la 
mime spHre, de grandeur et de situation inçariable , Parc de grand 
cercle conduit par ses points de contact avec eux , variable comme 
lui, cotera toujours néanmoins tare de grand cercle çui joint 
leurs pôles pt un même points lequel ne sera autre: ^ue l'inter~ 
section de cet arc de grand cercle avec Parc de grand aereh tangent 
à la fois aux deux cercles. 

Ce point, qae nons appellerons & l'avenir la centre de similitude 
des deux cercles , est facile à assigner, lorsqu'on peut conduire na 
arc de gnpd cercle qui les touche tons deux. Dans le ca* contraire* 
•n décrWant un petit cercle qui les touche l'un et l'autre , et 
«on'diiîaant epsuUc un grand cercle par les deax points--d« contact, 
ee grand cercle contiendra le centre de similitude ; en répétant done- 
la m£me opération pour un autre petit cercle , touchant encore les 
deux cercles dont il s'agit , on obtiendra un nouveau grand eercle, 
dont llnlersection avec le premier donnera le point cherché. .On 
doit seulement remarquer qu'ici on aura deux centres de similitude 
placés itax deux extrémités d'un même diamètre de la sphère. 

Tout ceci étant indépendant de la grandeur du rayon de là sphèr& 
devra être vrai anssi lorsque ce rayon sera infini , c'cst-à-dîre , lors- 
que la sphire deviendra un plan ; on a donc ce théorème : 

THÉORÈME Viîl. Si un cercle variable de grandeur sur un 
plan est constamment tangent à deux autres cercles , de grandeur,' 
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tf ^fi iUuetim iAoeriahh^ iratéi sur U niimi.phn ; îû droite con- 
duite par ses points de contact avec eux , variable comme lui , 
coopéra toujours néanmoins la droite qui joint les centres en un 
même points lequel ne sera autre que celui où cette droite est coupée 
jtar la tangente commune aiix àeiix cercles. 

Ce point , que noas appellerons à l'avenir le centre de similitude 
des deux cercles , peut être déterminé , lors même qu'on ne peut 
mener à ces deux cercles une tangente commune > en suivant exacte- 
ment ce que nous venons de dire pour deux cercles d'une sphère. 

De ce théorème il est encore facile de déduire le suivant : 

THÉORÈME IX. Si une sphère variable de grandeur est cons- 
tamment tangente à deux autres sphères , de grandeur et de si- 
tuation invariable , Ja droite conduite par les points de contact , 
variable comme elle , coupla toujours néanmoins la droite qui 
joint les centres, et la coupera toujours en un même point ^ lequel 
ne sera autre que Je sommet du cône circonscrit à la fois mtx 
deux sphères fixes. 

Nous appellerons \ l'avenir ce. point le centre de similitude àet 
deux sphère*. 

Ilevenons encore à nos canes. D'après ce qui a ëtë dit ci-dessus, 
en obtiendra l'axe de ximilitude des 'deux cdnes C^ C j en coto- 
binant entre allés les deux équations ( 7 et 8 ) , ce qui donnera 
aSin.r'— "O'Snj- SSinj'— *'Sin.r 

*~ eSin^— <'Sin.r ^ * ^~ cSin^— c«in^ * * ^* 

Mais' il faut remarquer que tout ceci est relatif à l'hypothèse o& 
le cdne O' touche les deux autres extérieurement. Ces framules 
conviennent également au cas oii ce même cdne les enveloppe tous 
deux t c^"* ^'^^^ "^ changent pas par le changement simultané des 
signes dé r et r'. En conséquence , ia droite {e") est celle suivant, 
laquelle te plan des axes de C et C est coupé par 'leurs plans 
tangens exlérîaurs. Pour obtenir celles suivant lesquelles le mérne 
plan est coup^ par leurs plans tangens communs intérieurs, il* 
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sufHra de changer , dans ces formules , le signe de Tan gnelconqlM 

des deux aogles r, r'> ce qui dcmnera également 

_ aSin.r'+o'Sinr _ gSJn.r'-f^Sîfi.r 

"^ cSin-rf+c'Sinx' ' ^ ~' eSin.r'+c' Siax' ' '' '' 

Pour distinguer ces deux axes de similitude l'un de l'autre , nous 
appellerons le premier axe de similitude txierne", et le second axe 
de similitude interne. IVous admettrons des dénominateurs analogues , 
soit pour deux cercles tracés sur une même spbète ou sur un plan-y 
soit pour deux sphères dans l'espace. 

En considérant ensuite suceesiiTement le système des denx cercles 
C , C" et celui des deux cercles C , C"\ on devra trourer égalemeijt 
\ chaque système un axe de similitude externe et un axe de similitude' 
interne. Désignons respcctÏTement ces axes pat («'} et (i") pour le 
premier système, et par iè) et (i) pour le second. 

On conclura les équations de (e') et (/'') de celles de {^^ et (*") , 
en supposant , dans celles-ci , que C devient C'^ ; c'est-ï-dire , en 
supposant a'=o , i'"=o .jC'si , r'ssr". On concfura semWable- 
ment les e'quations de {i) et (i) de celles de (e") 'et (/") , en sup- 
posant , dans celles-cî , que C devient C" % c'est^i-dlre^ en supposant 
tf=o , ^=30 , c^-x , r^r". Il viendra ainsi 

(^ 

('0 

w 
('> 

SI l'on fait passer un plan par les droites (e) ,. {e'). son écpatûiik 
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si Ton reut saroir saivant quelle droite ce p4an c«iipe celui des axes 
des c6Des C , C* , il faudra combiner son équation avec celle de ce 
dernier plan, qui est, comme nous l'avons déjà tu 

(ic'—cy)x+(ca^—a£')y+(0i'—Sa^z=o ; (7) 

mai* en retrancbant de Ta première le produit de cette deniîirfr par 
Siiur^', elle se réduit simplement à 

(JSiiïj^— ^Sin.r>=(flSinj^-^<Sinx)y f 

équation qui a évidemment lieu en même temps que les équation* 
(e'^ , d'où il suit que cette dernière droite est sur le plan (E) • 

Mais , puisque (i) , (i^ , (^<^ se déduisent respectÎTement de (e) ; 
(e') , (e") , par le seul changement du signe r ou de H y an doit 
en conclure que les trois équations qu'on déduira de l'équation ÇE^ 
par les changemens- successif et simultané de ces signes , sont les 
équations de trois plans (!) , {l^) , {l") ,. dont le premier contient 
(f) t O'O, (*'*> , le second {i) , («Q , (tV/) et le troisième (i)., (*^ , 
ie'^. On a donc le théorème que voici :_ 

THÉORÈME X. Les oses de similitude externes- de trois eônes 
de même sommet t considérés suecessiçement deux à deux , sont tous 
trois sar un même plan : chacun deitx est sur un même plan avec 
deux des axes de similitude internes ; de sorte que ces six axes- 
sont sur quatre plans. 

On peut appeler les quatre plans qui contiennent les sljt axe» 
XtfJTW VX. - ^ 
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de similitude de troia cdqes les plans de similitude de ces trois ci&nes. 
Un seulement est externe , et les trois autres sont internes. 

En considëraot le sommet commun des trois canes comme le 
centre d'une sphère , d'un rayon quelconque , on obtiendra cet autre 
théorème : 

THÉORÈME XI. Les centres de similitude externes de trois 
csrcles dune sphère , considérés successivement deux à deux , sont 
tous trois sur un mime arc de grand cercle : chacun d'eux est sur 
un mime arc de grand cercle avec deux des centres de similitude 
internes ; de sorte que ces six centres sont sur quatre arcs de grands 
cercles. (*) 

On peut appeler ces grands cercles les axes de similitude des 
bois oercles dont il s'agît; un seul est externe ^ et les trois autret 
«ont internes, . 

"La lit'Aé de ce théorème ^tant indépendante de la grandeur du 
rayon de la sphère » tl sera vrai encore lorsque ce rayon sera infini ; 
on a donc cet autre théorème : 

THÉORÈME XII. Les centres de similitude externes de trois 
tereles tracés sur un mime plan , et considérés successivement deas 
à deux , sont tous trois sur une mime ligne droite : chacun d'eux 
tst en ligné droite avec deux des centres de similitude internes ; 
de sorte que ces six centres sont sur quatre droifes. 

On peut appeler ces droites les axes de similitude des trois cercles ; 
«n seul est externe et les trois antr^ sont internes. , 

De \\ il est encore aisé de déduire les trois théorèmes que voici: 

THÉORÈME XIH. Les centres de similitude externes de trois 
tphères , prises successipement deux à deux , sont tous trois situés 
sur une mime ligne droite , contenue dajts le plan de leurs centres-: 
chacun deux est en ligne droite avec deux des centres de similitude 
internes^ de. sorte que ces six points , tous situés sur le plan des 
centres , sont sur quatre droites tracées sur ce plan. 

^*) Ceit 1« deuxième tUoriinc d« la page 179. 
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Oa peut appeler ces quatre droites les ases àe aîmîlUnàe des 
trois sphères; un seul, ett ex^/vif, et le» trois autres sont iVz/£r/i«j. 

THÉORÈME XIV. Si vite sphère variable àe grandeur àans 
tespace est constamment tangente è trois sphères de grandeur eê 
de situation invariable ; U plan coitduit par ses points de contact , 
avec elles , variable comme elle , coupera toujours néanmoins le plan 
des centres suivant une mime droite , Lnfuelle ne sera autre que Taxe 
de similitude des trois sphères. 

On doit remarquer que l'axe dont U s'agit est externe , lorsque 
la Sphère variable touche extérieurement ou eoTeloppe & la fols les 
tBois sphères fijtes ; et qu'au contraire il est interne lorsque la sphèr* 
Tariable touche l'une des sphères fixes extérieurement et eoTeloppe 
l9».itux autres, ou encore lorsque , touchant ces deux-ci estérîeure- 
aent , elle eoretoppe la première. 

THÉORÈME XV, Les six centres de similitude externes dé 
quatrfi sphères considérées successivement deux à deux ^ et consé- 
quemment les quatre axei de similitude externes de ces mimes sphères ■ 
considérées successivement trois à trois sont situés sur un mimé 
plan : chacun de ces oses est dans un mime plan avec trots des- 
lix centres de similitude internes ; de sorte que les douze centres 
sent sur seize droites qvi sont dles-mémes situées sur cinq plans. 

On peut appeler ces plans les />/<7nj</«j»ni/tVuJI;desqaatresphères; 
no seul est externe tandis que les quatre autres sont internes. 

Les théorèmes que noas venons d'énoncer sont' connus , pour la* 
plupart; mais il n'était pas inutile de faire voir comment, en ëta- 
blissaot «ntre eux une subordination cooTenable , on parvient faci' 
lement \ les dâmontrer. Ce qu'on trouve à la page 3^9 du IV.* 
volume de ce Eccunl suffira pour en faire sentir l'impoitaBce «f 
l'atîUié. 
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Solution des deux problèmes proposés à la page îoq 
de ce volume ; 

Par M. J. B. DimitANDE. 



I. Ueux figures planes , tracëes sur deux plans dîfTi^ns , et d'un 
seul côté de chacun de ces plans seulement, peuvent élr* égales de 
deux manières que, dans une multitude de circonstances, on' est 
obligé de bien distinguer. 11 peut arriver, en eHet, que, pour faire' 
coïnrider les deux figures, il t'aillu appliquer les deux plans l'un sur 
l'autre de manière que ces figures hoieni toutes deux en dessus oa' 
toutes deux en dessous , ou , ce qui rwient au même , de manière , 
que Vendrait àv l'une soit appliqué contre Xenoeri de l'autre ; ou - 
bien il peut se faire que , pour lus taire coïncider, îl faille au contraire 
appliquer les deux plans où elles sont tracées l'un contre l'autre de telle 
SQrle que les deux figures soient l'une et l'autre en dedans ou l'une et 
Fautre en dehors de ces deux plans. Une gravure et Ja planche d'où on J'a 
tirée sont dans le dernier de ces deux cas : deux épreuves d'une 
m^me gravure sont dans le premier. 

Pour distinguer ces deux cas par des dénominations difFérentes ^ 
DOHS dirons que deux figures égales ., tracées sur un même plan , 
sont identiques , lorsqu'il suilîra de faire glisser ou tourner l'une 
d'elles sur ce plan, sans le quitter, pour l'amener i couvrir exacte- 
ment l'autre. Nous dirons au contraire que deux figures égales , tracées ' 
sur un même plan sont syméin'tfues , lorsqu'on ne pourra les amener 
à coïncider qu'en renversant préalablement l'une d'elles, de manière 
que la face qu'elle montrait d'abord extérieurement fioît appliquée 
contre le plan. Il est aisé de voir, i.** que deux figures identiques 
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ou symïtrîques par rapport h une troisième Sont identiques entre 
elles ; :!.'* mais que si , de deux figurei , l'une est identique et l'autre 
symélrique par rapport à une troisième , elles seront symétriques lune 
i l'autre. 

n importe de remarquer qu'il y a des figures e'gales quî sont 
^ la fois identiques et symétriques l'une à l'autre : ce sont celles 
qu'une droite partage en deux parties égales symëtriquement dis- 
posées par rapport à elle ; Je telle sorte que cette droite soit per- 
pendiculaire sur le milieu de toute droite qui joindra deux poîal^ 
homologues des deux parties ; c'est , par exemple , le cas du triangle 
isocèle , et c'est encore le cas d'un quadrilatère formé de deux 
triangles isocèles , opposés base à l>ase. Le dessein géométral de la 
façade d'un ëdificis tout-à-fait régulier est e'galemenl dans' ce cas: 
l'épreuve d'un tel dessein ne diffère aucunement de la plancbe d'oii 
«lie est tirée. Nous dirons à Tavenir qu'une figure est symétri^ao 
pcr rapport à elle-même , lorsqu'elle se trouvera dans ce cas. 

11 importe encore de remarquer que , si l'on décompnse deux, 
polygones égaux en triangles , par des diagonales homologues ; 
suivant que les polygones seront identiques on symétriques , les 
triangles homologues seront eux-mêmes identiques ou syme'triques. 

I^'après cette dernière remarque le premier des deux problème! 
{iroposés peut élre réduit & ce qui suit : 

PROBLÈME, Décomposer un triangle donné quelconque en parties. 
symétriques par rapport à elles-mêmes? 
, Solution. Du centre du cercle inscrit au triangle soient abaissées 
des perpendiculaires- sur ses côtés ; ces perpendiculaires seront égales; 
et les pieds de deux quelconques seront également distants du sommet 
de l'angle sur les cdtés duquel elles tomberont. 

Ces perpendiculaires diviseront donc le triangle «n trois quadri- 
latères dont chacun sera formé de deux triangles isocèles , opposés 
base & base, et qui conséquemment seront symétriques ï eux-mêmes/ 
le problème sera donc complètement résolu. 

Lorsque le triangle dont il s'agît est rectangle, le problîme peut 
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«tre fort simplement résolu , en joignant le sommet de l'angle Atoh 
au milieu de l'hypolliénuse par une droite qui dtTise le triangle 
en deux triangles isocèles , et cons^quemment symétriques par rappori 
à eux-mêmes. 

. Si le triangle est acutangle j en joignant le centre, du cercle cir- 
conscrit aux trois sommets par des droites; ces droites le diViseronl 
en trois triangles Isocèles ^ et consëqueminent symétriques par rapport 
i eux-mêmes. 

Si enfin le triangle est obtusangle ; la perpendiculaire abaissée 
du sommet de l'angle obtus sur le côté opposé le divisera en deux 
triangles rectangles dont chacun pourra ensuite être ultérieurement 
dirisë en deux triangles isocèles et conséquemment symétriques par 
npport 11 eux-mêmes. On aura donc en tout quatre de ces triangles. 

Mais la première solution que nous avons dtnmée s l'avantage d» 
•'appliquer uniformément' et sans distinction 4 ions tes cas. 

On voit , par ce qui précède , que , deux polygones symëlrlques^ 
chacun de m cùtés , étant donnés , on peut toujours décomposer l'uD 
d'eux en 3(«i'— a) parties au plus qui, diHeremment disposées entr* 
elles, formeat an polygpne identique ave« l'autre. 

ir. Étendons présentement cette théorie aux figures tracées aar 
ttne aphère ; elles présentent exactement le* mêmes distinctions p. 
nais avec celte circonstance parliculï^re qu'ici deux figures symé- 
triques ne peuvent, en aucune sorte, être superposées, du moin» 
en général. La raison en est que, lorsqu'on veut tenter la super- 
position de deux pareilles figures , elles opposent leur eenvexité ou 
leur concavité l'une ^ l'autre , de sorte qu'elles ne peuvent se convenir 
que dans leurs sommets ou dans un point de leur intérieur. 

Mais- il est sur la sphère , comme- sur un plan , des figures 
symétriques à elles-mêmes \ ce sont celles que le plan d'un grand 
cercle divise en deux parties égales , tellement disposées par rapport 
à ce plan qu'il se trouve i la fois perpendiculaire sur le milieta 
de toutes les droltea ^ui joignent leurs points homologues. De c* 
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Aombre est,' en particalïer , le triangle sphiriqae ïsocMe ; et de cb 
Doibbre est encore le quadrilatère spbërlque formé de deux triangles 
Âptiëriques isocèles , opposés base k base. 

' On peut remarquer de plus que , si Ton décompose denx polygones 
sphériques égaux en triangles epbériqaes , par des diagonales homo- 
logues ; suivant que les polygones seront identiques ou symétriques , 
les triangles spbériques homologues seront eux-mêmes identiques ou 
symétriques. 

En conséquence , le problème oii l'on demanderait de couvrir 
un polygone sphèrique avec les parties d'un autre polygone sphé-^ 
lique qui lui serait ' symétriques se réduit an suivant: 

PROBLÈME. Décomposer un triangle sphèrique quelconque en 
parties symétriques par rapport à eUes-mimes ? 

Solution. La solution de ce problème est tout-i-falt analogue l 
celle que nous avons donnée relativement au triangle rectiligne. On 
voit en effet que , si l'on aWisse du pôle da cercle inscrit- des arci 
de grands cercles perpendiculaires sur les trois côtés du triangle ^ 
ces arcs le partageront en trois quadrilatères sphériqoes symëlriqueî 
k eux-mâmes , comme étant tous trois formés de deux triangles sph4- 
ilques isocèles , opposés base à base. 

On pourrait encore chercher à imiter ici les autres solutions que 
nous avons données relativement ati triangle rectiligne ; mais on 
ignore dans quel cas le pôle du cercle circonscrit au triangle sphè- 
rique tombe dans ce triangle , sur l'un de ses côtés ou hors de lui, 
et II n'est pas démontré que , dans ce dernier cas , le triangle puisse 
toujours être décomposé en d'autres pour lesquels le pôle du cercle 
circonscrit ne soit point extérieur. 

11 résulte de ceci que deux polygones de m côlés , syme'triques 
l'un à l'autre , étant tracés sur une même sphère , on peut toujours 
décomposer l'un d'eux' en 3(ni— 3) parties au plus qui , disposées 
convenablement , couvriront exactement l'autre. 

III. Il est presque- superflu de faire remarquer que tout ce qu« 
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■ous TCDons de dire (II) s'applique , sans reatrlclions ', aux angleà 
polyèdres égaux , lesquels peuvent aussi être tantdt identiques et 
tantôt synuitriques. Nous aurons seulement ^ observer ici que les 
développemens de deux angles polyèdres symétriques sont toujours 
superposables , soït par un côté soit par l'autre ; de sorte que deux 
tels angles polyèdres ne diffèrent uniquement que par la parUe de 
leur développement qui en a formé la surface intérieure, lorsqu'on 
a plié ces développemens pour les former. 

Ainsi , en résumé , il y a des angles polyèdres symétriques k eux- 
mimos ; et ce sont ceux qu'im plan passant par leur sommet par- 
tage en deux parties égales tellement situées , que ce plan est i. 
la fois perpendiculaire sur le milieu de toutes Tes droites qui 
joignent leurs points homologues. Tels sont, en particulier, l'angle 
tiièdre bocèle et l'angle tétraèdre formé dé la réunion de deux angles 
trièdres isocèles , opposés base ï base. Enfin » si l'on décompose deux 
angles polyèdres égaux en uo'méme nombre d'angles trièdres , par 
des plans diagonaux homologues ; suivant que ces angles polyèdres 
seront identique» ou symétriques , les angles trièdres résultant de leur 
décomposttioa seront eux-mêmes identiques ou symétriques. 

On voit d'après cela que, si l'on veut [emplir un angle polyèdre 
avec les parties d'un autre angle poljrèdre qui lui est symétrique , 
tout se réduira îi savoir décomposer un angle trièdre en parties sy» 
métriques ^ elles-mêmes. Pour résoudre ce dernier problème il sufEt 
de conduire pat l'axe du cône inscrit des plans perpendiculaires aux 
laces; ces plans partageront l'angle trièdre en trois angles tétraèdres 
symétriques à eux-mêmes , par ce qui précède^ 

On pourrait aussi recourir îcl à la considération du cône circonscrit ;. 
mais il faudrait savoir auparavant dans quel cas l'axe d'u) tel 
eône tombe dans l'intéiiieur de l'angle trièdre sur l'une de ses.faces 
•u extérieurement; et il faudrait en outre qu'il fût démontré que , 
dans- ce dernier cas « l'angle trièdre est toujours d'composable en 
d'autres tels que , pour aucun d'eux , l'axe dn cône cizconscril 
a'est ftxtérlçor. 
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Il résulte cle ceci que, deux angles polyèdres symétriques de m 
faces chacun étant donnés , on peut toujours décomposer l'un d'eux 
en 3(jn — 2) parties au plus ijui , convenaBlement disposées entre 
elles, remplissent exactement l'autre. 

rV. Passons enfin à la considération des corps égaux et appelons 
encore corps identiques ceux quî sont snpcrposaîiles , et peuvent consé- 
quemment être conçus comme ayant été coulés dans un moule commun. 
Appelons au contraire corps symétri^jues , ceux qui , malgré leor 
parfaite égalité, ne sauraient être superposés y ni conséqucmment 
conçus coulés dans un moule commun. On peut citer nos deux mains 
comme l'exemple le plus commun des corps de ce dernier genre ; 
quelque parfaite égalité qu'on suppose exister entre elles , jamais 
une main droite ne saurait £lre conrenablement remplacée par une 
'main gauche ; aussi le gant d'une main ne peut-Il serrû' i l'autre 
qu'en le retournant , le dedans en dehors. 

Observons encore qu'ici un corps peut être symétrique i lui-même ; 
c^est ce qui arrive toutes les fois qu'un plan le divise en deux parties 
égales , tellement disposées l'une par rapport à l'autre , que ce plan 
est il la fois perpendiculaire sur le milieu de toutes les droites qiii 
joignent lenrs points homologues. Cest , par exemple , le cas d'un 
tétraèdre dont deux faces sont des triangles isocèles ayant leur base 
commune ; et c'est encore le cas d'une pyramide quadrangulaîre qui.} 
ayant pour base un quadrilatËre symétrique à lai-même, serait dé^ 
composable * par un plan diagonal , en deux semblables tétraèdres» 

Cftserrons enfin que , si l'on décompose deux polyèdres égaux 
quelconques en un même nombre de tétraèdres , par des plans 
diagonaux homologues ; sulranl que les deux polyèdres seront iden- 
tiques on symétriques, les tétraèdres résultant de leur décomposition, 
seront eux-mêmes identiques ou symétriques. 

Il résulte évidemment de U que ta question qui consiste à dé- 
composer an polyèdre quelconque en parties qui , disposées entre-' 
elles d'une autre manière ^ forment un. polyèdre symétrique pac 
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Ta|iport au premier , se réduit , eu dernière aDalise , au probISm* 

suivant : 

PROBLÈM E. Décomposer vn tétraèdre donné quelconque en parties 
symétriques par rapport à elles-mêmes ? 

Solution. Soient A , B , C ^ D les sommets du tétraèdre, et O 
le centre de la sphère inscrile; de ce centre soient abaissées sur les 
faces des perpendiculaires dont les pieds soient respectivement A', 
'^' , C f ïy ; par ces perpendiculaires , prises deux à deux , soient 
fait passés six plans ; ces plans diviseront le lëtraidre en quatre 
exaèdres octogones à faces quadrilatères. Bornons-nous \ eoDsidérer 
l'un d'eux : celui qui contient le sommet D , et dont coBséquem- 
ment les trois arêtes de l'angle opposé sont OA'' » OW , OCX. 
lïommons a , h , c \cs trois sommets non encore désignés -, en sorte 
que les arêtes Da , Di , Vc soient respectivement opposées à celles 
que nous venons de nommer. 

Menons la diagonale DO ^ ainsi que les diagooales des faces DA' > 
"VBl t DC ; par la première et par chacune des autres soient codt 
duits trois plans •, ces plans diviseront l'exaèdre en trois pyraimides 
triangulaires ayant leur sommet commun enD^et ayant pour bases 
les trois faces de l'angle O. Bonions-Dous à considérer i'une d'elles t 
celle dont la base est OK/cW* 

Ji/ et B^ étant les points de contact de la sphère Inscrite arec 
deux des faoes du tétraèdre , il s'ensuit d'abord que OA'^OB'-j 
il s'ensuit en outre que DA'=DB' , comme tangentes menées ^ une 
sphère d'un même point extérieur; et, comme d'ailleurs les deux 
triangles T)ck' , DfB' , qui ont U côté De commun , sont l'un et 
.l'autre rectangles en c, il s'ensuit que cW^=chf. 

Ainsi notre pyramide quadrangulaire se trouve être du genre de 
celles que nous avons signalées plus haut comme étant symétriques 
&. elles-mêmes; et , comme on prouverait la même chose des deux 
autres, il s'ensuit que notre exaèdre est composé de trois parties 
symétriques à elles-mêmes ; et , attendu qu'on en peut dire autant 
des trois autres exaèdres » il en résulte ÊnalementqiMAOtie tétraèdre 
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éit d^cditipôsable en douze [>yramicles quadrabg'ulaircs symétriques 
& élIeS-mdmes, 

Oh pourrait, & l'exemple de M. Legêndre , recourir âîissî i^ t& 
fohsidératioa de la sphère circonscrite , laquelle , dans certains cas , 
6flrirait le moyen de décomposer le tétraèdre en douze autres , symé- 
trïc[ues i eux-mêmes ; maïs on ne sait pas dans quel cas le centre 
d'une Iclié sphère est intérieur au tétraèdre , & sa surface ou hors 
de lui , et il n'est point démontré que , dans ce dernier cas y le 
tétràëdre puisse £ire décomposé en d'autres pour chacun desquels 
le centre de la sphère circonscrite ne soit point extérieur ; tandis que 
Dotre procédé ne souiïre absolument aucune sorte d'exception. 

I) est aisé de eddcltlre de ceci q%ie tout polyèdre est déeoh^eâble 
en douze fais autant de parties symétriqties à eUes-méraei ^A^il^pent 
fournir de tétraèdres pH* si décomposition.' 

Remorque 1. Au moyen' de la théorie qui pi^'cèdb ,- on peurraitt 
en géométrie", démobtrer l'égalité des triangles sphériquej , an)^ 
trlèdras et tétraèdres par la super^ositiMi $ saaf eiHttîte 1 pnnlvei^^ 
comme ei-dessus , que , lorsque cette superposition ne pentardirtieti 
en masse , qa peut du moins l'efiêctuer pat partite. 

Remarque 12, De même que l'on distingue deux aortes d'é^lit^i 
on peut aussi distinguer deU'x wties' de siblilitBde ; elfes dooîltnt 
exactement lieu' tfux meules' conndéi^tidDS. 



QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problèmes de Géométrie. 

h XJ^TEEHINER dans quels cas le pâle du cercle circonscrit & aa 
triangle sphérique donné est intérieur au triangle , dans quel cas il 
M troare sur l'un de ses côtés, et dans quel cas il lui est extérieur. 
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Démontrer en outre , s'il est possible , que * dans ce dernier cu,- 
le triangle iphériqae est toujours décomposable en d'autres tels que, 
pour aucun d'eux , le pôle du cercle circonscrit ne lui est extërienr? 
11. Déterminer dans quels pas le centré de la sphère circonscrite 
& un tétraèdre donné est intérieur au tétraèdre , dans quel cas il 
se trouve sur sa surface, et dans quel cas il lui est extérieur. Dé- 
montrer en outre , s'il est possible , que , dans ce dernier cas , le 
tétraèdre est toujours décomposable en d'autres tels que , pour aucun 
d'eux ^ le centre de ta sphère circonscrite ne lui est extérieur? 

Ihéarèmes de Géométrie. 

On sait que , lorsqne deux golygooes semblables sont semblable- 
inent «tués sur un mâme plan , c'est-à-dire , lorsqu'ils ont leurs c6tés 
homolegaes parallèle» , les droites qui joignent leurs sommelt horao^ 
logoes coneonrent en un même point » qu'on peut appeler le centre- 
de similitude des deux polygones. On peut de plus appeler ase 
radical des mêmes polygones la droite qui joint les intersections 
de deux quslconque» des câtës du premier sree leurs homologues 
dans le second. 

Ces démonstrations admises , on propose de démontrer l'es deux 
théorèmes suirans : 

Tnois poIrg6nes semblables étant semblablement placés sur un même 
plan ;. i.° les trois centres de ùmililude qui résultent de leur combinaison 
deux i deux sont situés sur une m£me ligne droite ; a.* les trois axes 
ladîcaux qui résultent de la même combinaison se coupent en un même 
point 
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ASTRONOMIE. 

Mémoire sur les éclipses de soleil ; 

Ta: M. te professeur Kraup , doyen de la &culté des 
sciences de Strasbourg^. 



( Detutzème partie. ) (*) 

6a. JL/éQUATIOlI dUFàreDticUe complète , entre ôjr , dz, àt y 'nevg 
fait voir qae tous les problimes coDceroant les édlpsea , dans les-. 
quels le moment d'une plus grande phase, ou d'un,e phase quelcoa- 
^ue , de grandeur donnée est au nombre des inconnues , ne sauçaient 
admettre aucune solution directe, attendu qu'ils mènent à des équ»- 
lions très-compliquées , et de plus éminemment transcendantes. La 
solution directe est restreinte aux cas où le temps est au nombre 
des quantités données, ce qui pennet de supposer d/=o. La qucstlea 
de déterminer L'iDstaot de la plus grande phase , pour un endroit 
^ont la position géographique est connue , ne peut fitre résolu qu'en 
employant les fausses positions. Nous allons en donner un exemple ; 
en déterminant l'instant de la plus grande phase , pour l'obserratorr» 
de Berlin. 

îfous avons déterminé. la distance des centres pour les trois mo'-; 
mens de 9*.3o' , 9*.45' , io*.o' , temps vrai à Paris, égale S 46r; 
laa , 376. On pourra les représenter par un trinôme , lelque A-^Si-{-Ci'', 



jl») Vojea ta pag« i33 de ce volume. 



j5</ 
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en comptant le temps t depuis cj^.So' , et en prenant un ^art d'heure 

ou i5' pour unité de temps; de manière que 

pour /= o ; I j 3 » 
on ait la distance =461 . 132 , 376 ; 
ce qui donne ^ = 461 , 35= — 1371 , aCsSgS. La moindre dis- 
tance rëpondra à /=— -^ = t:ï7 = '6'-4'''' Le milieu de l'éclipM 
arriv'eradonci9'.46'.4"»*^^P'^*^*^''!"^"'^'*ï"*'^*°*^ lo'^.So'.ia", 
tempsde Berlin. La moindre distance des centres sera ^— 7^ jee qui, 

dans le cas actuel , fait 120" ou a' de iegré,~ 

On aura une approximation encore plus parfaile, en comprenant dajaa 
cette interpolation les cinq ordonnées 876 , 4^' * ï32 , 376 , 756, 
qui répondent aux époques a*,!^ , g'-^o' , c^K^^ , lo'.o', i^'i^, 
Êd désignant par t le temps exprimé en quart d'heures , el compté 
depuis 9^.45^ , tant en avant qu'en arrière , on trouve la distance 
des centres égale à 

. 733— 38o/+2oa5/'+25/'— 346/* i 
en concéquenee , te temps t auquel appartient la moindre dislaace 
des contres , sera la racine de l'équation 

o=— a8oH-4o5o/+75i*— 984*' ! 
Elle donne /ssjn d'un quart d'heure, ou H ^'«n* minute; ou 
enfin i'.a". Le milieu de l'éclipsé arrivera donc & 9*.46V , temps 
vrai de Paris, équivalant à io*.3o'.io", temps vrai de Berlin; et 
qui ne diffère que de deux secondes de l'approximation dé)i employée. 
Le temps / de nos formules , depuis le n.- Bg , sera donc o,44ï8 î 
et , si l'on emploie cette fonction numérique pour déterminer les 
coordonnées, on trouvera les trois rapporU y : r, f' : 7^, f : ^ , 
jrÎ£oureusement égaux entre euxy 

63. PROBLÈME FUI On demande h position giographiçuâ 
du lieu où réclipse doit parattrt centrale dans un instant donné?, 
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64> Solution. L'îDstant donné fera connaître les deux coordonnée» 
y', r', moyennant les formules ^'s=^4-m/ , r'=N-hnt. La con- 
dition d'une e'clipse centrale donoe ^=o , r=o : on aura donc (8), 
en supprimant x dans A—s , ce que la nature du problème nous ' 

, , . B/ BH . ^ 

permet de faire, y=!— — -, «=-j — r t et ensuite x—yc'-y*—s*. 

Nous avons donné les valeurs numëritjaes de ^ , ^ * m , n ^ en 
Mcondes d'un' cercle dont le rayon était la distance A du ceatie 
i» la terre à celui du soleil , savoir : (40) 

Af=— 5307" , m=+82io'' , 

;V=-f 3563 . a=— 8o4'' . 

n faudra exprimer Je même le rayon C de la terre , lequel par 

conséquent deviendra égal k B'^t'jS^^ qui constitue (44) t* paraltax* 

borizontale du soleil. 

65.. Le commencement *et la lin de l'écIipse centrale sont marqués 
par les deux limites ex'irJmes au-delà desquelles la coordonnée s 
B*a plus de valeur réellei On aura donc , pour ces deux, instans ,' 

t'=y'+z*. Ainsi, en faisant, pour abréger, — - — i=A , ce qui . 

rend A=4i3,io56' (44) 7 on aura l'équation ^V=ï(Jtf+m*)*+ 
(N-{-iuy i ou bîpn 

Dons > si , pour abréger , on fait 

JÏ>=(ni»4.n»y,V— (Afn— JVm)» ; 
que de plus on di^signe par /le commencement de l'éclipse ; par/' ' 
sa fin , et qu'on en fasse autant pour les ceordonné*s y eï * qui 
s'y rapportent , on aura 
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^'= nn+^î *^= isq:? 

n en résulte ^ae ny~mz , aussi bien que ny^ — mx^^ eat iîgal S 
Jtfn— Iffro 
A 

66. Les quatre dernières formules font connaître les coordonna 
y et 2 , eo parties décimales de la parallaxe horizontale ; et , pour 
les rëdaire en parties décimales du rayon de la terre , il faut encore 
les diviser par 8,7345. Le temps / est compté depuis huit heuies 
du matin , ayant pour unité l'iotenralie de quatre heures. 

67. Dans l'éclipsé de 1816, on trouve 

ïn*4-»'=4-68o5o5i6 , 

r^l/m'i+n» =+29765611 ; 

Jlfm+JV>ï=-.456i33i8 , • 

^a—JVA=— 35057592 , 
£5:4.160626^8 ; 
^ quî donne 

/=f+o,434346 i /'=H-o,9o63a6 ; 

ys— o,455o3ia j ^=+0,6191160 t 

jcs-4-o,9ç)o4i'ji î *'=+o,7B5a276 { 

ï3 qui fixe le commencement de l'éclipsé & ^^'.rV i et sa fia ï 

[i i\37'.3'^ , temps vrai de Paris j d'où résnhe , pour sa durée totale ; 

li*52'.5o". 

£8. Des coordonnées x ', y t ' * ^^''^ ^* première est zéro» il 
faut passer aux coordonnées X , Y , Z ^ moyennant les formules 
^ n.*> a8 ,. lesquelles deviennent ici 

JX=— ySin.« , 
^s-f:y-Sin4Co9.#-f;xCo8J . 
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ïjes longifadei • «ï a', calculées d'aprè» les formules citt n.* 36; 

.= i8o»+5e"^4'.35"-|-6o7"< , 

'âoaoenlf pour les deax époques Au commencement et do la fi» 
de r^clipse , 

.=i8o"+56°.58'.54»; 

^=i8o"'+57°. y. il" . 
On en tire , pour le commencement et pour la fin de l'Àïtlpse tj 
X=— o,38iGi74 i X'=+o,5i9677o ; . 
T= — 0,1270458 ; F'= — O.62i5o34 ; _ 
^=+0,9155^71 ! Z'=+o,586ï33« ; 

69. De» coordonnées X , y ; Z a X' , Y' , Z' ; 'onpasSeans 
latitudes t. , h' , ainsi «qu'ans ^angles horaires /* t /*' , à l'aide des 

fopmule» Sin.x=i^ , Sinji'=^/ , Tang,,= — j ,Tmg,(.;= -j- J 

d'où il résulte 

}.= ee'43'.ÏT" I *'= 35»^3'.34") 
,=i98'.34'.48" ; ^'=H9'.54'. 4". 

L'expression de l'angle horaire /* , compta depuis huit lîearês 9ii 
maân , «n prenant l'interralle de quatre henres pour unitë de temps j ' 
est (45) ^i74''.36'3G"+M66a6"/+i). On aura donc i four !• 
le cas actuel , ' 

(•=aoo".i9'.57"+i) j 

70. On aura donc , pour les latitudes ; 

î,=65°.47'i ).'_=35'.3' ,< 
Pour les angles horaires , il faudra prendre ; ... 

j^OUfi. , 1 



ïGoosIe 



3S4' fiCL^PSE? ■ " 

Le eommencemcnt de l'éclipsé centrale aura donc lien, \ près tfe^ . 
deux àegré», à l'ocùdeot de Paris, sous la latitude de 65^.4^'; et 
M £n it 8i"* enTiroQ , à l'orient de Paris , sou» la latitude de 35*.3', 

71. En poursuivant la courbe de l'ciclipse centrale , de quart d'heur» 
en quart d'heure , on trourera 
Commenceni.'X=— 0,3816174, r^=— 0,1270458, Z=+o.9'5547i! 

9*45' —0,4243338, —0,0996840, H-o,8832i8& 

■10. o —0,4597629, —0,4836834, +0,7447607, 

lO.iS —0,3983856, -*o^63 10864, +0,6655960 

10 3o — o,3o59972, —0,734727a, 4-0,6054295 

10.45 ...... —0,1913901, — o,8o68383, ;^-o,5589459i 

iii. e ... •' .-. —0,0554173^, —0,8490128, +0,5354575 

.11. i5 +0,1068099, —0,85499*8, ,+o,îîo76834; 

ii.3o . . • . ; -4^,3*35564, • —0,7956789, +o,5i8a44r 
fin. . . ; , : : . .+0,5196770; — o,63i5o34, +o,586a33» 
7a. De cet coordonnées on pasùra- aux latitudes^, aux angle» 
horaires /* , et d* U i^x différences de méridiens D. On aura , de- 
qi^rt d'heure en quart d'heure , les angles qui «uîrent , 
.CQmmeI|ce»^,'^=6§^.7'- o'^ /.=i98».a4'.48", 23^— x°.55'. ^^ 



^./,y . . , 


, . €$ ' i S^ -y 


305 .13.3 , 


+ 4 -"S .54 


:io . ; . 


. . 4« . 8.19 , 


. 226 .=7. 8 , 


+J1 .45 .20- 


'10 .i5 . ; 


. . 41.0 .41 . 


237 .44. «3 , 


à-'9 "6 -46 


10 .3a . . 


.. 37..5".Î7 . 


247 •a3 .22 , 


+35 .10 j6 


jo 45 . • 


. . 33.68.58 ; 


256 .39 .44 , 


+40 .40 -Sj 


III . . ; 


. . 3i 4' .56 ; 


266 45 .56 ; 


+46.31.32 


II .i5 . . 


.. 3o.3o,.35 ,. 


317 ■ 7 -'S ; 


+53.37.1» 


m .3o . . 


,.. 3. .,»!.53 , 


391 .3o .19 , 


. -Hi.'44T 


^! • ! : 1 


•: ?5:53.i;i , 


309.54.4 , 


+81 . 9 .»4 
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tlM courbe ti^« d'après, ces ddnm<e« sera: (fonfonAe S cielle des 
EfihéméridesàeBerlin.^-kmièti^ZiS.) _. 

73. PROBLÈME IX. Déterminer la position géographique du 
point du globe d'où ton peut voir , Sans un inJstant donnf ,"çiiei^ùe_ 
plus grande phase danfi grandeur doimip ? 

74. Solution. Le but du problème est de tracer aurle globe les 
courbes des plus grandes phases, ainsi que des attouchemens. des 
botds du soleil et de la lune qui indiquent les progrès successifs ds 
l'éclipsé. Les quantités données du problème sont les coordonnées 
g' , r* à\i. centre de la lune , tu géocenlriquetnent sur le disque 
solaire, et qui sont des fondions -connues du temps /, et de plus/, 
distance apparente des ceitres-aa moment de la plus grande phase. 
Les inconnues sont les coordonnées ^., -r .du centre de la lune, tu 
sut le disque *Bolaire, d'un point de la surface du globe dont on 
demande' les coordonnées x , y ^ ,£, 

75. Les cinq équations seront; saroir, les deux premières (8) 

AiA—^ ={A-^s)Brf~AriBs) ; 
la troisième 

équation de la spfairc ; et la quatrième 
,-+r'=/> ,- 
qui exprime la relation entre H dlsl&nce des ceolres et les coordoDD&S* 
La cinquième résulte de l'égalité des rapports Ç -r , g( :r' , yix t 
qui indiquent l'époque du milieu de l'éclipsé ou celle de la plus 
i;rande phase. 

76. Cette égalité nous permet de supposer 

r=mr^ , t=nr* . 
Faisant de |>1hs , poor abréger ^ p*^g»-{-H* ; ce qui rend ^ ïgal 
i la distance apparente des centres du soleil et de la June^ vus ^tè-. 
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jcentriqnèment; et ce qui en fait ainsi une quantité eDtiire'meÀt ctitaSH, 
Ainsi que le facteor JR ^ — ; il ne reste plus que les deux ioconnnel 
S et ^, pour lesquelles nous avons les deux ^quatioo^ 

77. Voici Ie4 formules qui eontienaelU U solution £|iale du pfi>^ 
Vème. Faites 

F=Am,p-f) . 
Q=A(,J-S) . 
R^Af—Bp , 

W alors Tes coordonnas inconnues d« problème; saToiz^ ^tT* * 

l«xoii{ exprimée^ comme il suit: 

_ rn—qn 

^ Q.+JI. • ;■ ' 



Pn a d'ailleua 









ainaî, le problimo e»t résolu. 

' 78. Le commeDcement et ta fia d'une plus grande phase de 
«randeor donnée , et telle ^e la distance apparente des centres swt 
J=:}/'â*^», est encore mdiqué par les deax limites aa-del^ des- 
quelles l'ordonnée s n'a pins de valeur jéelle. On aura, dan» e% 
«as, i*.B=Çn; d'où l'on tire 

^ aiwa de plu^ . . 
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en conftrrftnt la notalion h'=^ — --\ \ ce qui, dans le cas actuel 

(44) f rend ^=4i3,ioS6.. La solution (17) sera applicable aft 
problème plus général que nou« traitons , en remplaçant simplement 

79. Le quarré que nous avons désigné par R* (65) deviendra anisL 
(^c^fYim^+n*) — (Jlffl — ^^Y\ ^'> * l'ai<le du radical R, on- dé- 
terminera , par les formules qui suivent, 'les inconnues /, )', x, 
de mftme que' f , y' t a' t dont les unes se rapportent au commen- 
cement et les autres à la fia de la plus grande phase. Les temps- . 
seront exprimés en parties décimales de llnterralle de quatre beures;- 
et les coordonnées en parties décimales du rayon du globe tertestrs;. 



m(M>i— Wmj+nB e' m<Mn— Nm)— nR 



80. La grandeur de l'éclipsé , ou la largeur de la partie éclipsélr 
du soleil, est ^gale à la somme des deux demi- diamètres moinS' 
la distance des centres ou, dans le cas actuel ^ îi lOjè&'—f, On^ 
t'exprime ordinairement en douzièmes du diamètre entier du soleil^ 
dont ebacun prend le nom de doigt ; si on en exprime le nombre* 
patn ^ on waa. f=r.i^^o"—lJ^^n , omJ=iqBo — 162,25. Le pro— 
jduit hc étant 36o8^'' , on aura la table qui suit» 
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o doigis ,/=i96o" , *H-/=5568" 
m 1473 5o«i 

VI 987 4595 

IX 5oo , 4108 

XII i3 , 3621 

-IX 474 3i34. 

81. Faisant de là aa radical R, et aux temps / et f , qui in- 
diquent 1« commencement et la fia de la phase , on aura cette 
autre table 

o doigii. . . . ^=385o4793 , <=o,25io4og ; ^=i,383o634 ; 

III 33610097 » ■ • o,3a33365 , . . i,3iii353 ; 

.VI 28441820 , . . 0,3992842 , . . 1,2351873 ; 

IX 22814787 , . . 0,4819732 , . . i,i5a4983 , 

XII 16259486 , . . o,5783o3a , . . i,o56i684 , 

—IX . . ; 636444» * • • 0,7*37105 ; . , 0,9107610 : 

82. Le radical R s'évanouit , et les deux valeurs de / qui se 
rapportent au commencement et i la £n de la plus grande phase 

se confondent en une seule , lorsque hc\-f'=. •- ,.: -/t ; ce qui fait 

A£4"/=3o38. On en tire y=— 570. Otant cette quantité de la somme 
des deux demi-diamètres apparens qui est 1 960 , on aura la largeur 

.de la partie «iclipsëe ^gale à iSqo ,- et « si l'on compare cette largeur 
au diamètre apparent du soleil , qui est 1947 , on trouvera que la 
phase est , dans ce moment , de 8 doigis 34^ ; chaque doigt étant 
supposé , selon l'usage , divisé en €0^. 

d3. Les coordonnées jr et z de chaque point de la courbe de 
la plus grande phase , au lever ou au coucher du soleil , se trouvent , 

~à l'aide des formules (79), qui deviennent, poor le cas particutï» 

jde l'édipsc de i8t6 , 
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3453874— B ^_ 3453874+H 

^" (Ae4/)8a88,j35 * ^ ~ ikc+fjS^S&^yiS * 

_ a55874i674-R , _,_ 355874167— R 
'~ C*H:/)84639,945 ' ^ " (Ac+/)84639,945 ' 

On aura ainsi , pour la branche occidentale , 

o doigts y=— o»78o9997 » ■ • ► z=o,6a453i3 ; 

m — 0,7396425 , 0,6729998 , 

VI ; . —0,6823358 , o,73io387 , 

IX —0,5979688 o,8oi5i92 , 

XII —0.459979$ > 0,8879292 , 

—IX. — o,i5o54o2 , 0,9886037 » 

Coïncidence. .... •^0,0974631 ,,.... o,99^^^9^>«' 
et pour la branche orientale » 

o doigu. . , , , ^=0,8873301 , i=o,46ii537V 

m o,856i5i5 , . . 0,5167347 . 

VI 0,8111939 , . , 0,5847784 . 

IX. ......... 0,742101a , . . 0,6072869 ,. 

XII. ........ 0,6234979 , . . 0,7818249 , 

—IX .... ^ ... . 0,3394676 , . . 0,9406176 r 

Coïncidence. . . .— 0,097463^ , . . 0,9952392 .. 

84- Lé moment de coïncidence est celui où , par la poaîiion géo-* 
graphique du lieu , le moment du lerer et celui du coucher du 
soleil sont confondus- ensemble , ce qui ne peut arriver que dans- 
quelque point de l'une des deux xônes- glaciales. Le temps t qui 
indique ce moment , compté depuis huit heure» du matin , temps, 
vrai de Paris , en fraction de l'intecvalle de quatre heure) est exprimé 

par /=i'=— — -—-— j ce quî^ dans l'exemple actuel fait OjÔjoaft 
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o.u 3.K4C/.S2". Ce moment arrivera donc i ic^.^q/S%" , temps vra! 
de Paris , ou ii*.i8', temps Ttal de Berlin, lies coordonnées da 
cet endroit seroot 

ice qui fait, dans l'exemple 'actuel 

ysy'r:— 0,097463i , ^=£'=+0,995^392 : 
8S. Des coordonnées y , x , on pasiera aux cooidoDoées XfT» 
IZ , moyennant les formules 

X=:— ySin.* i 
jr=+yCos.tCos.«— zSin.* ; 
2=!H-)rSin.tCo3.«+zCo8.» : 
La longitude » est'ëgale î i8o*'+56».54'33''+6o7"/; et on troUTé 
les valeurs numériques de / dëji calculée^ (81). On a ainsi 
o doigts. Jf=— 0,6546446 , ^£=+0,1420239 , ^=+0,7424754 ; 

m —0,^200787, -4-0,1024263, +0,77784711 

,VI : . . . . — o^72ïo55, H-o,o5oo345, 4-o,8i865i7, 
IX..... —0,5014467» — 0,0208208, +0,8649496» 
Xn. .... — o,3858o3a, — 0,1387846 f -4-0,9143386, 
.^— IX . . , . , —0,1263989, —0,3184869, +0,9394753, 
Coïncidence. —0,0817834» —0,3476458, -4-o,934o5a7 , 

jT-JX +0,2849049, —0,5438384, +0,7893480. 

XII. . . , . +0,5234390, —0,6320665, +o,582a844.' 
IX ; ... . -|-o,623iiio, —0,6366098, 4-0,4543796, 
TI +o,68i23o3, —0,6358336, -i-o.36io663, 

ïn 4-0,7190900, "-0,6319793, 4-0,2889810, 

o -1-0,7453713., —0,6252237, +0,2313369. 

,86. On a de plut (3'i) Sin.x=x -, Tang./.= — . Ces deux for- 
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inules feront connaître , poor chacune de ces plus grandes phases , 
la htilade x « et l'angle horaire t* , oi^ elle peut élre observée. Da 
ce dernier angle on parvient jk la diû'érence D des mëriâlens , moyen- 
nant la formule (45). On trouve 
o doigts, A=47-.56'.34'' , /.=i67*'.45'.34" , Zï=— n».57'.34'', 
m . . . . . . 5i . 3 .5o , 170.37 .14 > — 33 .26.45 

.VI 54.57-0 , 175.0.7 , —23.38.11 

IX 59 ,5a .37 , i8a .19 .la , —ai .17 ^2 

XIF. 66 . 5 .53 , 197 .47 .20 , —II .37.11 

—IX 69 .57 .49 ( * 348 .22 . 7 ; +3o .12 .37 

Coïncidence , 69 . 4 .32 , 356 .45 .43 , . ^4-32 .58 .33 

—IX .52 . 7 .28 , 297 .38 57 , -4-68 .14. 7 

Xlï. ..... 35 .36 .4* , 3ie . 4 .4a , -4-71 .54 .43 

IX 27 . t .3o , . 3i4-a3.io , 74-70 .25.33 

VI 21.9.S6 ; 3 16 .55 .45 , '-1-67-59.35 

ni 16 .47 -49 t 3i8 .41 .31 , -^G^'ioSg 

o ; i3 .2a .33 ; 3ao ^ o .35 ; -j-62 .10 .33 



87.' La conrbe des plus grandes phases qni peuvent avoir lien aa 
lever et an' coocher du soleil , c(»nmencera donc . dans sa branche 
occidentale , située dans l'océan atlantique , à que^aes degrés au- 
dessus des Isles Açores ; elle suivra la direction du premier méridien,- 
jusqu'à la latitude de Vlsle d'Islande ; elle traversera cette I^le ; elle 
passera au nord du continent de la Scandinavie, traversera la mer 
blanche I îest d'Archangel , traversera ensuite tout. le continent de 
l'asle , du nord au sud , et passera à l'ouest de Vïu. Sa branche 
orientale sera terminée dans l'océan Indien , pris des Isles Lakeâives. 

88. Le point da la courbe où la branche orientale se réunit k 
l'occidentale , et qu'on peut considérer comme constituant le sompaet 
de «ette courbe , ou comme celui de tous ses points qui approche 
le plus du pôle boréal, est celui où le «oleïl , pendant son moi»; 
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irement diurne , ne fait qu'effleurer l'iioriion , et oi par conséquent 
les deux momens du lever et du coucher de cet asire coïncident 
ensemble. Ce point dî/Tère de celui où le radical R s'évanouît, et 
que noua avons de'tenniné (84) par les deux coordonnées 



Four déterminer sa position , pour laquelle la latitude x , aihsi que 
soa sinus , ou la coordonnée Z devient un minimum ^ il faut prendre 
l'expression de cette coordonnée ou 

j2=j'Sin.iCos.«+aCos.« 

et en égaler & zéro la diHerenlielle , prise en regardant p^hc-\-f 
comme la variable do problème. Cette ligne est fonction du temps /; 
la longitude « du soleil en dépend aussi ; et la solution Rigoureuse 
au problime eiigerait qu'on eût égard à celte variation. IVIais, comme 
alors oa aurait à faire k une équation finale entièrement transcen- 
denta ; comme d'ailleurs cette longitude , dans l'Intervalle de deux 
ou de trois heures , ne varie e/Teclivement que de quelques minutes , 
quantité que la nature du problème nous permet de négliger, nous 
««signerons & cette longitude, pour valeur constante et moyenne, 
celle qu'elle a au moment où le radical A s'évanouît, et qui a lieu 
à ii\2y, temps, vrai de Berlin; on aura aÎDsI «=57°.3''.5i'^. 
Sîn.iC<».« 
og. Faisons , pour abréger , — » ou Tang4Co3.<i=;; et codsi" 

dérons ce produit comme la tangente d'un nouvel angle f ; tellement 
que Tang.#;=Tang.tCos.«. Alors , égalant à zéro (88) la différentielle 
de Z, on aura l'équation fort simple o=/dy+d< , qui, après avoir 
ëté duement développée » conduit à la formule finale 
• Mi.—»» 

hc-\-f=p= . 

Dans l'éclipsé de i8i6, on trouve p=^i'i'.'-/.i" ; d'oà il résulte 
£r-{^=/i=3o65^\ £t„ comme Atf=36o8'^, on a.un jf, ouladis- 
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tance . des centres .-dans, ce même moment , ëgale à 50''. Cela donne , 
pour la largeur de la partie ëclipsëe , iJif-l" i et pour la grandeur 
de l'éclIpse 6 doigts 44'* 

go. PROBLÈME X. On demande de tracer , sur la swrface iu 
globe , la courbe des pius grandes phases , vues dans un mime 
instant f des différent points de cette surface? 

9^. Solution. Le moment de ces observations , étant lë même pour 
tous , est supposé donne ; les coordonnées ^' , r' y de même que la 
racine de la somme de leurs quarrés , que noua ayons désignée par/r, et 
qui est la distance apparente des centres du soleil et de la lune, 
vue de celui de la terre, et de plus la longitude « du soleil , au 
moment de toutes ces observations , seront les quantités connues du 
problème. Les inconnues sont au nombre de cinq : ce sont les 
coordonnées q ^ r , du centre de la lune , va sur le disque du 
soleil y des différens endroits de la terre y dont les coordonnées sont 
X , y , X. Le problème , en eETet , ne diff&re du précédent que par 
les moyens approximatifs que 5a nature nous permet d'empIoTcr. 

32. La nature des plus grandes phases nous. permet de {aire encoro 

y=OTy' , y=:nqf , 

TssmT' , z=nr' . 

On aura ainsi c^^x^-^n^p* , et f^ntp , ce- qui fait encore de m 
une quantité entièrement connue. D'ailleurs , en supprimant a dans 
B — s y et ^ plus forte raison dans A'-s , l'autre équation deviendra 
hnp=sp—J\ d'où il résulte 



et enfin 






P-f),' 


t '= 




X' 

On a d'ailleun 


=«' 


(.P-rf>' 


A» 






-f 


; r= 
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■ aînai le problème est approximatiTement résolu. D'ailleurs , comirtS 
les coordonntïes f' et r' soot Ici des quantités constantes , la pro- 
portion y ; z^^q' : r' nous fait voir que la projection de la courbe 
demandée, sur le plan mené par le centre de la terre, perpendicu- 
lairement au rayon dirigé vers le centre du soleil , est une ligne 
■droite qui passe par le centre , de la terre, et qu'ainsi la courbe 
elle-même est un grand cercle du globe terrestre. 

93. Four montrer l'application de nos formules ; essayons de 
déterminer les points du globe où Ton pourra observer toutes les 
plus grandes pbases qui devront avoir lieu au moment du mîdl vrai, 
temps de Berlin , équivalant à \i^.\y.h2." , temps vrai de Paris. 
Ce temps , compté depuis huit heures du malin , et exprimé en 
partiel décimales de l'intervalle de quatre heures , donnera ^Oi8 16 i.i » ; 
d'où il résulte 

K=7V^+n/=-|-29o5 ,85 r 
et par conséquent ^ ss . . . . . 4*3267 ,08 . 
"La quantité />— /* doit être regardée comme variable , parce qi^^elle 
dépend de la grandeur de 1» phase. Tirant les f, ou les distances 
apparentes des deux centras » des formules (80), on aura la table 
•uÎTanle : 

a doigts. ; . ; . p~~f^ 1 307''' » 
HI 1794 , 

' ' vï: 3281 r 

IX. 2767 r 

XU 3a54 > 

—IX. ; 374t - 

<ia. a d'ailleurs Â=4t3»io56; donc 

^^=i3^g645 * 

-:-=o,oooia66?i6 „ 
tkp 

^■=o,ooo34^9S+ • 
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n en rïsolle la table suîrante des -coordonnées « , y * * , désignant 
la position g^o^phi^ae des endroits qu'on demande , 

o doigis, . . f=o,932o83 , . . ^=0,1655699 , . . xsOjBflaigSi , 

m 0,867668 , . . . . 0,237227? 0,4411762 , 

yi. o,77<934 , .... 0,2888847 , . . . . 0,5631593 , 

IX ; . 0,641718 , . ' . ,6,35o543i , . . . . 0,6821424 ; 

XII 0,431904 » • ■ - •f>f^i3i995 o,8o2ia55 , 

—IX Imaginaire . . . .o,4738569 , • • • .0,9221086 < 

S4* A l'aide des formules Ùéjï connues ; savoir i 
X=isCoê,* — fSio.« , 
T'=j;Cos^in.«^';]'Cos.^^s.»--2Sïn.i , 
^:=^SÎn.i$in.«i>')^Sin.iCos.«-t--'CCos.i , 
on passera de là aux coordonnées X, Y , Z, Oa aura , au momenl 
demandé, ^ui est celui du midi vrai de Berlin » 

Long, du soleU =-=«i8o*^57*.a'.5o''"-,. 
d'où on coDcIum 
o doigts. . A'=— o,3ff8o7ia,l'^— 0,9283573;^=— o,o5i73oo , 

m —0,2813956,. —0,9573141, +o,o665ooi , 

VI —0,1791135, —0,9644726,, +0,194191^ , 

XX —0,0549145, — o,94o48o5. -he,3354o8Er ,. 

Xn —0,1109516^ —0,8575093, -4-o,5o22i83 i 

95. De là n n'y a qu'an pas à faire peur délerioine* la latitude a, 
f a^le horaire /» et la distance D des méridiens , pour les endroits- 
^'oD demande, et par lesquels notre courbe doit passer , D étant 
comptiie depuis le mëridisn de Paris. On- tioure 

Jmm ri. 5a 
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o doigts. x=— a«,57'.55", ,.= 248'*.2a'.aa", i3=24*.39'.i5" , 

ni + 3 .48 .46 » 253 .37 .3o , 39 .54 .33 , 

.VI +II.II.5I . 259.28.45 , 35.45.38 , 

IX +19.35.50 , a66.3o.3o , 42 .47.23 , 

XII -f 3o . 8 .48 . 277 .22 .20 , 53 .39 .i3 , 

96. La courbe se termine vers te nord , an point qui est indiqué 
par x'=zo , au-delà duquel cette limite n'a plus que des valeurs 
imaginaires. On a alors p-^fz^ek t ou y=s^— 36o8''; et, comme 
■p^^ZiSj" , il en résulte f=—Z^\", La largeur de la partie éclipsée 
sera donc i960''— 34i''=i6i9^'; ce qui donne, pour la grandeur 
de l'éclipsé , la fraction ~~ ou 10 doigts environ. Les coordonnées 
f et X de l'endroit du glolw qui est le dernier de tons ceux oii l'on 
puisse Toir quelque plus grande phase d'éclipsé , qui sera ici celle 
de dix doigts, au moment du midi vrai de Berlin, deTiendrontwdans 

cecasy= — - t z^ — ; 00 aura de plus, pour les coordonnées 
X, y, 2f les formules suivantes; 

/»X= — f^Sin.» , 

^K:=+^7'Co3.iCo3.« — cr^in.i , 

d'où il résulte 

Sin.x=2 -^ i Tang.^=Z -^— . 

ce qui donne finalement 

A= 45''.47'-58" . 

/4s3i5 .39.45 , 

Z)= 91 .44 .38 . 
& l'orient de Paris. 
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M. En appliqatnt >*> Problème IX la méthode approximative 

qnï a iii employée ici , et ea supprimant x dans B — jr > et, ^ plus 

forte raison , dan» A—x , Tëqualion nA{A—B)p^=ABij>~~J)-\- 

(A/—Bp)x deviendra nhp—p—f; ce qui donne 

et on a de plus- 



' qS. problème XL Connaissant la latitude du lieu et f heure 
de la plus grands phase » on demande la longitude du premier et 
la quantité de Poutre? 

9g. Sûlutivn. DIONIS DU SÉJOUR ( Mém. de tacad. dessdenees 
de Paris , 1 ^65 y pag. 3o6 ) , a attaché quelque importance i ce 
problème qui, sans aucun emploi de nouveaux principes, se résout 
facilement à l'aide de nos- formules. Le temps étant donné, la lon- 
gitude « du soleil devra être coaside'rée comme- donnée- aussi, li 
faut en dire autant des lignes g' ^r' , coordonnées, du centre de la 
lune , TU géocentriquement sur le disque solaire , ainsi que de la^ 
ligne p ,. distance géocentrique &i&. centres, du soleil et de ta- lune ,, 
égale à /çi'ï+r" ... 

loc On a de plus les deux, équations 

qui ne' renferment que deS' quantités, inconnues , \. l'e^tc^ption^ dm 
seul rayon r de la terre. IL faudra d'ailleurs (8) se- rappelée (6) les. 
deux, équations. 

A{4—B)r=[A~x)Bf"{B—s)Aq ; 

A{A—B)iL=:{A—x)Br'—{B^xXâr - 
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loi. La condïtionda la ptiu grande phase ddiue ftrs^it^e^tg; 
n en résulte 

P P 

'fi' r* ^ 

»■ p 

substitoant ces raleors dans les deux dernières ëqaations (too), oii 
obtiendra celle-ci : 

.elle ne renferme plus que les deux seules inconnues y et s, 
loa. On a de plus les équations déjà connues 

^=«CosaGm.^ f 

ZssfSiojh ; 
^ mime ^ae celles-cî : 

X=jrCos,« ^rSin.a ; 
J'=:;rGos.tSin,«4*7'Go9aCoa.«— cSÛM i 
Z=sSm.Stn.m+xSia.tCo».»-t-*Co»^ i 

Substituant dans les trois dernières les valeurs de y et x (lOi) ^ 
elles deviendront 

^pCos-'^Cos^s^irCos.* , -^f'Sîn^i/^^^ » 

i:^Cos.xCos./«apjtCos.iSin.H-(?'Co».«Co5.»— r'Sin.») [/c*—x^ , 

epSia^h =/?jSin.iSin.»+(^Sin.£os.«+r'Co"s.()^c> — «» ; 

to3. 0>iBnie la latitude du Heu est an nombre des quanlîtà 
connues , la troisième de ces équations ne renfermera que la seule . 
inconnue x. Il faudra donc résoudre cette équation ; mais , pour 
présenter l'inconnue x sous la forme la plus simple ; faisons , pour 
abréger , 
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CsspSm.\ i 
«t enfin, R*saÀ*4-S*~-C. On aura alors 

jOa poam remarquer que 

^•+<:'=(^in.r4-r'CoarfC(».«)»+r^Sîn.»^ ! 

iOi{. De la coordonnée s en passera facilement aux deai antres 
y, z (loi)- On aura de mtoie la distance des centre»/, qu'op 
tirera de l'équatioD 

En snpprîmant ici ft , dans A^'S et B^^ ; ce qne la oatore dd 
problème nons permet de faire , on aura , pour Tal«ar «uffisaoamenl 
approchée de f^ celle qui anit : 

io5. Heste donc k déterminer l'angle horaire />, duquel dépâlA - 
ensuite la longitude du lieu. Eai reprenant les trois ëqaaUons (102),; 
et en divisant la seconde par la première , on tronvera 

;>jK^.«Sin.«-)- (^''Cos^os.N—r'Sin.i) (/<:>—«» 

Tan^s '■ ■■- . I- — i 

^fCos.*— ^''Sin.«y^ (■— «* 

106. Pour présenter encore les deus termes de cette fractÎMi »iiA 
la forme la plus simple, employons les nouTelles notation? <'i^i'« 
pour désigner les quantités qui suivent 

a=s^Gos.i-rr^ia4Cos.« ; 
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'â^oh il ràulte 

En coas^aencft 

107. A l'aide de ces notations , fangle horaire /t pourra Âlre détermina 
à l'aide dfr l'iuift de» troi» formules qui buivént : 

Tang.jÉ.iïs — 



âin.|t=t— 
0».,.=:+ 



ai$in.X'-eR 

SiD.A-KR: 



Le pToBIim» sera r^soru. 

108. Exemple. On demanda ^ spus ia latitude de 5o^,. ia position- 

■de- tendrait où ton yerra le milieu de Viclipse au moment du midi 

vrai de Berlin ^ ^i répond à ii*'.i5'.53", temps vrai de Paris? 

xog. On trourera ici (gS) , f=:o,8i6lii , compté depuis, huit 

heures, da matin*, d'oà il rësnlte 

;>=+3267",o8 . 
jr/=iV+B/=4-29o5/',85 ,. 

La: Tongitude da solcit sera , au, même ÏDStant, en verttt des. formules; 
comiues,. «^iSo^+Sj'La'.So"". " 

iio.. Oa tire de- ces. données, les Tsleors. numériques- suivantes, desi 
gfantllés. que nous. aTon«. désignées par A, B , C»A(io3) 
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^=+a342,i5 , ^'+5* =66 77 19a , 

5=— 1091,57 , s.'= 413534 , 

^-+a5o2,73 , , fi = 643 , 066 . 

111. Passant de li i. celles que nous arons daignées par d , î , 
£.(106), oa trouvera 

o=+i999,i55 , 

i*+<^=6677i74 , 
iS=— 855,353 , 

f=— 3433,354 , 

La latitude x^So" , ea vertu de l'dnonc^ du problème. 

112. 11 en résulte pour Tang.^ les deux valeurs , 

Log.Tang.^= 8,446365» ; donc ^= i».36'. 3" ; 
ou Log.Tang./t=o,2i30ii3 ; ou ^=56*<37''.4o^'' • 
11 faudra s'attacher k la secoode des deux raleun qui , aagmeatée 
de iSo** , deviendra /•=:338*.27'.4o"' 

ti3. Le même angle horaire est, en vertu de la formule générale ^ 
^=i74*'.36'.36''+2i6626"/-i-i)î ce qui fait, dans le cas actuel, 
/t=z3i°.43'.-j'^'^D. La diiFérence des méridiens deviendra ainsi 
I>=i4^44'-33^^. L'endroit demandé sera donc à près de i5 degrés 
3i l'orient de Faris , sous la latitude boréale de. 5o*. C'est i très- 
peu près le méridien de Breslau en Sïlësie. L'éclJpse de soleil , au 
moment du midi vrai à Berlin , sera donc totale à l'endroit qu'on 
vient de de'terminer , et qui se trouve i un degré au nord da 
Breslau. 
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ANALISE TRANSCENDANTE. 

Deuxième recueil de formules , servant à inlégreri 
toute différentielle quelconque proposée ; 

Par M. le professeur Kramp , doyen de la faculté det 
sciences de Strasbourg, 



'f. J.JB problSm« iad^tennmë' d'intégrer n<iinër'M{aement , par appro^ 
ximatioa, nue dlAiirentielle quelconque, entre d«s limites données^ 
«dmet plusieurs solutions. Celle que nous avons donnée , dans an 
précédent mémoire- (*) , était fondée sur ta simple considération der 
trapèzes rectilignes. La solution que nous donnerons actuellement 
aéra établie sur l'analue des lignes courbes ; et l'on sent bien qa'ea 
précision elle doit l'emporter sur l'autre. 

a. PROSLESiE. Vite lignt courbe n'étant connue- çne par les 
grandeurs dun certain nombre ^ordonnées équidistantes , et par 
finierpalU fui les sépare % on demande- l'aire mixtiligne comprise- 
ntre cette eourhe , les deux ordonnées extrêmes et taxe dts x ?' 
' 3v Solution, Comme par- des points donnés on peut toujours faîr» 
passer une- inanité- de- courbes différentes , le problème , pris i la 
rigueur, est indéterminé et ne peut cesser de l'être qu'en assignant 
«ne lelation gésérale , mais arbitraire , entre l'abscisse x et l'ordonnée 
y. Celle qui se présente le plua naturellement est y^A-^Bx-^s^ 
■(-2Xr^.... Alors, en prenant pour unité l'intcrralle constant qui 

•épac» 
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«^pare les ordonnées , supposant que la première se confond avec 

Vax4à des y , et les représentant consécutivement par a ,h ye,d 

noire hypothèse nous fournit , pour detcnoiaer les coeificiens A 
£, C, Df,^., !es équations suivantes 

i^A-h 5+ C+ ©+..„ , 

c = A-k-2B+iC-\- WÏ+..,. , 



«n nombre ^ga! ï celui des points donn**s. 

4. Il est d'ailleurs connu , comme nous l'avons d^^ii observe, dans 
un précédent mémoire (*) , .qu'en représentant rcsp^clivement par 

Aa , aA'tf , 6A'a les premières, secondes, troisiè'mes , 

différences des ordonnées; c'est-à-dire, en po»nt 

A a^h~a , 
i.a.3.4A*tf=!*— 4J-f 6c— 4i+fl , • 



«D aura 


-• 


^= 


a 


B= 


ùa—A-a+îA'a— 6A'o+24A'ii— ..i , 


C= 


A-a-3A'<.+iiA'a— 5oA'«+.... , 


D= 


A=«— 6Ato+35A>a— .... , 


E=. 


A'a-ioA'<.+.... , 


r= 


A'a , 


ce qui donne 





(•j Vojo II pig, ,53 Je ce Toluue. 
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+!(«— I)(«-i)(i— 3)(»— 4)A>o+.„. 
formule dont la loi est ëvidente. 

5. En conséquence , l'aire demandée qui , en ^iohil est Jrdx • 
sera l'intégrale de 

c'cst-i-dire , 
ou bien 

+A ajxix 
+A"o/i(jr— i)dx 

+AV»C»— OC*— 3)C»— 3)d:» 

+ ;;: 

ce qui donne également en développlnl 

;; — —\^ 

+(^-T*'+T*'— H'*"+^*— 'r)A'« 

■+•■■•= ■ •■ 

6. Celte intégrale, qui s'évanouit arecf » doit être prise jusqu'i 
cette même quantité s , qui désigne le nombre des dlrisions de l'axe 
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des s qui se troarent comprises entre les limites de l'intégrale ^ et 
qui est ainsi arbitraire. U est entendu d'ailleurs' que , dans la dernière 
formule ci-dessus , si l'on fait s = n , tjOe'nous appellerons le diviseur 
générai , oa simplement le diviseur , il faudta s'arrêter & la différence 
. A"*;. Enfin» comme nous ayons pris jusqu'ici pour uni të rinlerralle 
constant entre les ordonnées ; si , comme il parait plus convenable 
de le faire, on veut prendre pdur unitt! l'intervalle entier entre les 
limites de l'întëgralc , il faudra diviser le résultat obtenu par n ; 
sauf ensuite > dans les applications , à multiplier par ce mëmâ IntÀ^alk,' 
lorsqu'il se trouvera dilTcrcnt de l'unitë. 

7. Voici présentement , d'après toutes ces "attentions , la série des 
formules finales qu'on cfbtiéiit , en prenant successivement pont diriseaf^ 
tous les nombres de on à douze. 

Première formule , diviscut un, ' • 
3/Xdx=d+i . 
IL* Formule » diviseur deus , 

UL' Formula , dlrùeor trois , 

+ 3(H0 - 
IV^ Formule , d'ivbeur quatre , 

go/Xdjp=7(ii+«J 
+32(HJ) 

y^ Formule » dirbeor cinq ^ 
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yi.' Formule, diviseur six; 

+ î7t't') 
+373/ . 

[fV/.* Formule , dÎTisenr s^t ,* 

J7a8o/Xdi=75i (o-H) 

+3577i«+rt 

+ ,334C,:+/) 

■4-3986y7f«) 

(P7/i.* Formukt Anîscut huit, 

tsSoqpax= gS^,a+l) 
+ S888(«+«) 
— 9»8 (c-i-f) 

— 454o< ■ 
ÏX* Formule, diviseur neuf, 

89600/Xl» =a857(«+iS) 
-♦-i574i(«+0 

•^5778 (.+/) ; 
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X,* Formule t dirisear dix^ 

SgSySa/Xdis 16067 (.+/) 
+io63ooC*+*) 
— 4852S(«+0 

^272400(<^-f"^) 

— 26o55o(^^) 
+4^7368/ . 
X/.* Formule t diviseur onuf 

^o^izoo/Xis= ai7i465(fl-+-m) 
H-i3486539;*+') 
— 3a37ii3;<:+i) 

_ 959554ï(<+«) 
+.5493566C/4-rf : 
XII,* Formule, dÎTÎseur douze ^ 

îi3Siix>JXixs= 53i43(a+B) 
+ 373oi4(H-ra) 
- a485i7(£+/) 
rl-i23963o(^i) 
— i6555o5(<r+<) 
;+a846ii4(/+*) 

—'noijSg . 

8. n est clair qu'en supposant toutes les coordonnées atB,c,df,^i 
• 'égales entreellesetàruDÎté, l'aire demandée deTieDdra,nn simple quarré { 
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égal lui-même l l'unitë ; ainsi , dans ce cas , les valean de /Xàsi 
dtiduites des formules priicédentes , doivent toutes se réduire à l'unité; 
ce qui peut servir» au besoin, à vérifier simplement l'exactitude des 
coefKcïens de nos formules. 

9. Faisons l'essai de ces formules \ quelques cas connus -, et cher- 
chons, par le moyen de l'une d'elles , le rapport du diamètre à la 

circonférence. On sait que l'Intégrale de -— • est l'arc qui a pour 

tangente le nombre désigné par t , et qu'en y supposant / égal k 
l'unité , cette intégrale doit i^ire connaître la longueur de l'arc de 45" 

ou — , Prenant , par exemple , sept pour diviseur général , on aura 

ce qui donao 

ii+h=\ = ; ; 

75i(û+A)= ii36,5qoooooooo ; 
3577(H-ï)= 5567,495:1941176 , 
i333(c4/)=: 3099,19148^68 , 
ï98g(rf+«)= 4778,4358090186 . 

17380^=13571,6235870730 V 

d'où î = o,7853948a56 . 
S»loogiiiii> p&lte est 0,7853981634 ; 

l'erreor est donc , — c«ooooo33378 ^ 



donc 
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c'est - 3i - dîr« î moins de trois unités dt^cîmales du iîsiêmt oidrc, - 

10* Eo employant successtTement toutes nos douze formules , et 

uiettâat en regard de chaque résultat l'erreur dont il se trouve affecté,, 

on obtient le tableau suivant : 



«• T 


= 0,7500000000 , E 


rreup =— Q,o35398i634 , 


n. 


0,7833333333 , 


— 0,0020648301 , 


m. 


o,7«46i53«46 , 


— 0,0007827788 , 


IV. 


0,7855394118 » 


^o,oooi3i2484 t 


y. 


0,7854696045 , 


+0,0000714411 , 


VI. 


0,7853927139 , 


—0,0000054495 , 


,VII. 


0,7853948256 , 


— 0,0000033378 , 


vm. 


0,7853981685 , 


;^-o,oooooooo5i , 


IX. 


0,7853981740 , 


^,0000000106 , 


X. 


0,7853981874 , 


H-o,ooooooo34o , 


XI. 


0,7853981785 , 


■+o,oooooooi5i , 


xn. 


0,7853981630 , 


—0^0000000004 . 



II, La séfte de ces erreurs est beaucoup plus irrégulîère que la 
nature du problème > et les moyens de solution que nous y avons 
appliqués , ne sembleraient devoir Je comporter. On pouvait présumer 
que^ plus on emploirait de points pour y faire passer la courbe, 
et plus on la ferait coïncider avec la valeur rigoureuse de ce qu'on 
cherchait, et qu'ainsi la série des erreurs seraît-constamment décrois- 
sante. Cependant le calcul fait, et répété plusieurs fois avec soïn , 
prouve le contraire; les drvisenrs mû/ ^ dix ^ on2f donnent des ré- 
' soltats moins exacts que le divisear huit qui ne laisse qii'un'e 
erreur d'environ une demï-unilé décimale du 8.* ordre. Cette îrrér* . 
gularîté nous met dans l'impossibilité d'appliquer ici Tm^énieuse 
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méthode d'approximation dont nous nous somines servis arec succSi 
dans le mémoire cite au commencement de cdui-cî. 11 y avait a Ion 
une limite asymptotîque , rigoureusement assignable par le calcul; 
tandis qu'ici la série de yaleurs à laquelle nous venons^de panrenlr 
ne permet guère de rien soupçonner de semblable (*). 

12. Heureusement la nouvelle méthode que nous proposons est ; 
toutes choses égales d'ailleurs, susceptible de fournir d'elle-même, 
et sans auxiliaires quelconques , des résultats beaucoup plus exacts 
que ceux qu'on déduit de l'autre. Pour le prouver, du moins par 
des exemples , cl^erchons encore y d'après tes deux méthodes , la 
longueur de l'arc de 4^"=^, en ne prenant d'abord pour diviseur 
gtïnéral que huit avec ses allquoles i , s , 4 > 8. £□ suivant la 
marche indiquée dans le précédent mémoire , on trouvera , en général » 
567o/3d*= ai7(<j+0 

+iomH-d+f+h) 

+. 35i(c+g) 

+ 43a« . 

Ot f on a ici 





«=■ ; '=i, 




»=S. fcS 




^=S. g=^ 




<*=., * J— ■• 1 




*=ï7 ; 




on aura 




•+'•=7 , 




i+i=-^.^ . 



(*) Le* iném«t consïâëratioiia n'infirmera lent-elles pas ce que noiu Mvom dit 
«or l'interpolai ioD Set auiiei C Vtf 3jj àe ce volume )ï ce serut Ii une choie 
îBtJctMuitfl à «woibw, 

J. D. G. 
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é =^ ; 
il en r&altera 

f= 0,7853964459 , 

La valcar rigoureuse it&jxt . . . 0,7853981634 , 

Terreur sera —0,0000017175 ; 

tandis que , par notr« S.*"* formule , l'erreur est simplenwnt 

•f-o,oooooooo5i } 

c'esl-i-dîre , environ 338 fois moindre. 

i3. Faisons encore, sur le même arc ^y Testai du dirisear g^ 



Biral 12 , 
d'aboid 


avec 


ses ali^aol 


E» i , a , 3 , 4 , 6 , 






i8oi8oo/Xdj:= 4i833(<r+.«) 








+HS»MHfyi+m) 








-,9,6o(<:+0 








+395a64(rf+*) 








- M909(«+'> 








4-.l84.% . 


Or, dans le 


cas 


frisent f 








.<i= I ; 


vi »=; ; 






»=nï' 


«=75; > 






f—^ > 


'=n;^ 






<i=='-M < 


i-iS, 



ir«»- rt- a 
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Achevant le calcul ; on trouvera Goalement 

^=0,7853981738 , 

valeur exactd =0,7653981634 » 

erfcsr +0,0000000094 . 

L'en<cur ie nom Jooziémê forinolfl est «eulcnwnf 

— OvOOOOOOOOo3 { 

c*ti4t-l-<rire , environ trente foi» nviodre. 

- i4* JhA» ht calevl des ffumnlet g^diéraUs (7) » \t nw 'toîs arrêta 
«« !tirtaeux 1 s* J'aiiiibU dë^ri de poawir coatiouer cettt table jas^'au 
diviseur 24 ; mais l'immensité du travail m'a effrayé. Il doit âans 
doate y avoir qtietque méthode beaucoup plu» abrège qo« celle que 
noua avons suivie; mais jusqu'ici ^ au moine, je l'aî cherchée vainement. 
Nous allons voir, an aorplus, q«'i tùie de ces formules (7) , on 
peut aisément parvenir à d'autres , beaucoup plus approchées , en 
partageant l'intervalle entier qui sépare les deux ordennëes extrémesL* 
en pinâenrs antres ii^(errel)«e ^ganx -entre eux. 

l5. En continuant de désigner les ordonnées , séparées les unes des 
autres par des intervalles égaux entre eux, par les Itttres a , è ^ 

e f â t ae succédant cMsiannent suivant l'ordre alphabétique, 

sans omisûon d'auetuie lettre intermédiaire ; on volt qu'une portidn 
quelconque de notre aire curviligne sera clairement déstgnie par lt% 
deux ordonnées extf^mea qui la comprendlMit. Convenons donc , 
par exemple , que le ^mbole (DN) repiésentera l'aire corrîlrgiie 
terminée par les deux ordonnées d et n ; en employant des lettres 
majuscules de préférence aux antres * poor prévenir l'équivoque , et 
renfermant le tout entre 4eux .parendièsch 
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iB. Eu tobs^encè da celte nouKoa , on >an ( Formate 1 ) 

tfoù , par addition , en prenant l'iaterralle entier pour unité 

8{^£)=(a+<)+<*+e+^ ; 

aiiMi qu'il rànlle de la limple additbn de> trapSzee nelUigne»; 
17> La fonnnie 11 donne ensoite 

6(^C)=«+4i+,, t^CK)=c^ig+,, K,ECf>=t+iMv—~- 

d^oi^» par addition, en prenant llntenalle entier pour «nitë , ' 

Jbmnlei fort aimples , dont la lai «t manireiH; allas rapjxmrt 
nëceaaairement un dinaeur nwltiple de Jaa . et le Mcoramanden» 
far rexactinide des lëaultats qu'on en d^duiu 

i«. En opérant d'une maniera aemUaUe aai la faimul» BI, w 
abtiendra succaasirament 
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3i(.^=(,H«)4^cH'4<-W'-H+<'-H+")+"<''+«+*) ; 
I r ; : ; 

formuTcs applicables au seul cas où le diviseur est multiple de trots, 
19. La formule IV donne de mâme 
9o<^E)=7(«+«)-|-3a(J-(J)+la<: , 

36o(.^)=,M+rM-3=(S+.<-V+«+li+>n+«+J)+UCt-(«4.;-h.)+.<(«+«f»), 

formules applicables à tout .divi^eut multiple de quatre, 
30. De la formule V , on tirera semblablemeat 

a88Mf:=i9(.+/)+75(H-«)+5o(t4J) , 

5,6(^I.)=.ç(«+O+75(J+<+«+<0+5o(<-K-Hl-H'H38y, 

854U<Q)=a9(H-?)+75(H<+f4*+"+('H-S"(«-W+»++»+o)+38|/-fO; 

3 T. En employant consécutiTement les lettres, c, v, la formule 
,VI donnera 

l68oMN!=4i(o-l-n>Hi6cM-/+»+")+»-(<-H-l-'+')+773C"'+«+8w. 
336o(^I^=4.(a-H)+'>6(HV+»+'"-(-»+>)+=7C'-l-"+i-H+l'+') 
+a7«(i+i-H)+6»«+i.) , 

33. La formule VIII donne 
3835o(^/)=989(<j+;H-5888(*+«)-938;c+^)+io496;</+/)-454o<, 
5670o(^fl;=989(<i+r)+5888(*4-^+i+y)-938(c+54-/+;.) 
+io496(<i+/+m+o)-^454o(<+B)+i978/', . 
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«5o5o(^^)=989(^^+■xH-5888(H■jS+i+f+J-h'y 

—^S(c+g+l-hi+t+s)+ia4^i+fii-m-i'0+ii+w) ] 

23. On pourra continuer ainsi pour les formules IX, X^ XI« 
jusqu'à la dousième - qui donnera finalement 

3i255oo(JN)= 53i43(<iH-o)+ 373oi4(H-"') 
— 2485.7(«+0+i=3963o(</+i ) 
— i6555o5(«+'>t-»846n4(/H-*) 
—277037^ , 

— 1 6555o5(<+s+r4* )+2»46 1 24(/+*-fsrf ») 
.— 2770278('j+I)4-io6386ii ; 
cette dernière se troure ainsi composée de 24 trapèzes currilignes; 
24. On voit que , pour rédiger en asses peu de temps un gros recueil 
de ces formules intégrales ^ îi n'en coûrerait presque que la peine 
d'écrire. Nous allons faire l'application de celles que nous croyons 
les plus remarquables , pour déterminer la longueur de l'arc de 
45''=7» dont la valeur rigoureuse , calculée à douze décimales , est 
î=o,7853 9816 3397 : 
Nous ayons déjl tu que cet arc est l'intégrale de -^, prise de- 
puis l=a jusqu'à <=i. En supposant cet intervalle divisé en 24 

parties égales, et désignant par a,i, c i les valeurs numériques 

correspondante» de la fraction —- , depuis la première I , jusqu'à 
la ringl'dnçmime o,5 ; on aura U table suivante : 
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«4'<=i*&ooo oooo oooo^ 
£+^±ai,5i95 3386 6073 » 
*+x= 1,5364 9967 4691 , 
^■4<fP=i,5So9 8706 6o3i 
e-)-r=i,563t SSgo 7399 , 
/+ii=i,573i 3o5i 3086 » 
^/=i»58ii 7647 o588 , 

z-i-j= 1,5874 9595 3757 , 

» + r=i,5938 0769 a3o8 , 
A+y==i,5958 i345 a363 , ' 
/+,= 1,5981 0^995554, 
n+0= 1,5995 5341 4640 » 
an &i,6oM 0000 0000 . - 

/aSb EbMyiMM d'abord la iBviiioB de l^itrrftlta entier en jiV par^ 
2^68. Nous ptorroDs cs^loyer la <rM!«'<^i}Mformula(i7), U dtujfièau 
(t8) oa la /Vffiil^f (ai). Voici le tableau des résultat» ^a'ea eik 
•btieai ei des erreurs qui les aâlcctent , rapportées à la dousitaw 
décimale tourna suite. 

I." o,78S3 97^4 S^H , — « — a* ftifiJ ; 

j.-* 0,7853 9586 »445 » -«• — »3o 0953 , 

3."^ ©,7«53 9*71 3917 , -.«. —544 9480 • 

lit prewùer d» ce» n^Ita^- « fui répond à la très-simple format* 

.(17), est donc exact dans les sis pceraîers chiffre* dëcimaox. 

aA. Eatajroas, an «acond lie* » la diTision de l'intcrralla en douze. 
parties égales» l«s ali^uolas a,3,4>3, la nous, permelteot 
d'cD^kraer les Conmiles qui «uîrent ; «avois .' H' bisièmg (17)', 1* 
faatriiauXi^) »\tt troisième {i€f!i ^ )a première {21) BlXtpreauire (a3)^ 
K an léauka les eînq valeurs approchée* qùisoivent, tÎ» î-via dasqaeUefc 
Mtt» Moiu plac4 ,. eommt ai-des«ua> les «xeuz* qui les affeetent,; 
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1." 0^7853 9816 0076 , «..^ _ 33ai , 

3.»- t>,7853 9814 8470 » 14937 . 

3.*"« 0,7853 9817 4399 , — +11002 , 
4.'"« 0,7853 9815 0574 » ..... —13823 , 
5."! 0,7053 9816 3o64 , — 333 . 

On voit qu'Ici encore le premier résultat , qai répond 1 la formule 
(17) est plus exact tpie les trois qui suirent f mais le plus exafet 
ie tous est le deniler , qui répond i la formule (a3). L'erreur ne 
Vy manifeste qu'à la dixième décioiale seulement. 

37. Employons eAfiïi la dÎTÎsion de rmterrallo entier en a4 partie* 
égales. La considératibn des aliquotes I3,8,6,4t3>3 now 
permettra d'employer par Toie d'additiiin les formules II , III « IV » 
VI , VIII ,, XII ; il en résulte , pour l'are ^ les valenis approdiéu 
qui syîveiit , a£feci^es des erreurs plac^ cq regard de chacune d'éllei 

■; P*. ,ft7853 9816 334e , ...... — 5a t \ / , 

3.« o»7853 9816 3i64 , .-^ « 34^ ' ' 

à.-« 0.7853 9816 3563 ;...... +i66 i 

4.- 0,7853 9816 3397 ,.„«.+ o ; 

5."î 0.7853 ^16 3398 , ,«.. 4. I j 

6."? Q»7«53 9811Ç 3397 , .-.M — «^ 

lïofre deuxième fonnale maintient donc encore u sapiEriorili puAù 
les trois première* , sous le rapport de l'exactitude; mus on voil 
en m£me temps que la qnaldjme cal exacte 4uuf le* ^v» fffg^i 
pûèrcs décîmalea. 
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QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problème dastronomie. 

, J. OUS nos annuaires nous donnent l'heure du lever et celle du 
ooucher du soleil et de la lune poar l'obsenratoire de Paris ; mais 
les indications qu'ils fournissent sont fautives, pour les autres points 
de la France , et cela d'autant plus , qu'ils se irouTent plus éloignes 
de la Capitale. L'erreur est sur-lout sensible pour la lune , À raison 
de la grande déclinaison dont elle est susceptible. 

Cependant comme il serait trop pénible de calculer en entier ,; 
jour par jour i les heures du lever et du coucher de ces astres pour 
chaque localité , on peut désirer de mettre i pro&t les calculs d^jà 
faits pour Paris , en appliquant i leurs résultats les corrections coa> 
jenahles. Cela donne lieu au problème géuëral que voici : 

Connaissant la déclinaison d'un astre , ainsi que l'heure de son 
lever ou de son coucher , pour un point déterminé du globe terrestre , 
déterminer la correction qui doit être appliquée ïl l'heure indiquée 
pour la reudre. propre A un autre point détermÎAé du globe peu. 
estant du preiaier ^ 



fra DU SOUilEB VOLVHB. 
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594 CORRECTIONS ET ADDITIONS. 

ERRATA 

Four le sixième volume des Âonales* 



Tour h uxie. 



M. tA\ i4> , i!|;nei ^ et 6 , en remonianti ^*« ; Ht** t ^ 
Page 143 I lignes 3 et 5 — « ; lUtt : r. 
Fige 144 1 lisoe la , en ru&onUnt; — L ; Uux : ». 
Page 146 , ligne S —i^^" ; Uiit : iV.Sfl*. 
Page 147, ligoe i3 —787"; Uut: 987*. 

Pi^ t47i Ubleaa , titre de la dernière colonne —/(SsiSg"-^ i ^'** ;/»^i8o^ , 
fca p>ge'ai3 en nurqu^e ii3. 
Vage %ifit l'ff''^ ti — go)îgone«; /(Vw : polj^gonea. 

lôgae 19 *4(fauHutra(ioB« ; litt* : dinMÛnalionb 

^0»r /«y planches* 

PlâncTie III, fig, « » det troia arca qui paiteat.dtt point S llntcrmédiaice doit 
4lKK,p«db^ juaqu'au point JL. 
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